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Введение 

 
Учебно-методическое пособие предназначено для студентов заочной 

формы обучения всех инженерных специальностей ИрГТУ. 

Основной целью данной работы является оказание помощи студентам-

заочникам в выполнении контрольных заданий (контрольных работ) 

В каждом из трех разделов пособия даются программные вопросы и ос-

новные формулы, необходимые для решения задач. Сначала следуют примеры 

решения простых задач, затем более и более сложных, постепенно подводящих 

студента к решению контрольной задачи. 

В конце каждого раздела даны собственно контрольные задания С-1; С-2; 

К-1; К-2; Д-1; Д-2; Д-3 достаточных для выполнения контрольных работ в соот-

ветствии с учебным планом по каждой конкретной инженерной специальности. 

Порядок выбора заданий индивидуальный и приводится (или напомина-

ется) в каждом соответствующем разделе пособия. 

Каждое задание (контрольная работа) выполняется в отдельной тетради. 

На обложке указывается: название дисциплины, номер работы, фамилия и ини-

циалы студента, учебный шифр, факультет, специальность. 

Решение каждой задачи студент начинает со второй страницы. Сначала 

сверху указывается номер задачи, затем делается чертеж и записываются усло-

вия (т.е. что дано в задаче). Тексты задач не переписываются. Чертежи выпол-

няются тщательно с соблюдением пропорций и заданных углов. Пояснения 

должны быть краткими, вычисления последовательными и подробными. Еди-

ницы измерения указывать обязательно. В конце решения должен быть дан от-

вет. 
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1. Статика твердого тела 

 

1.1. Программные вопросы 

Основные понятия и аксиомы статики 

1. Абсолютно твердое тело. Равновесие тела. Сила.  

2. Уравновешенная система сил. Равнодействующая система сил. Аксио-

мы статики. 

3. Связи и реакции связей. Принцип освобождаемости от связей. Различ-

ные виды связей и их определение. 

Система сходящихся сил 

1. Геометрический способ сложения сил с.с.с. Силовой многоугольник. 

2. Условие равновесия с.с.с. Аналитические условия равновесия с.с.с. 

Момент силы. Пара сил 

1. Алгебраический момент силы относительно точки (центра) вращения. 

Векторный момент силы относительно точки.  Момент силы относительно оси. 

2. Пара сил.  Момент пары сил. Векторный момент пары сил.  Свойства 

пары сил. 

Произвольная пространственная система сил 

1. Теорема о параллельном переносе силы. 

2. Теорема Пуансо. Главный вектор и главный момент системы сил.  Тео-

рема Вариньона. 

3. Условия равновесия произвольной пространственной системы сил. 

Аналитические условия равновесия произвольной пространственной системы сил. 

4. Аналитические условия равновесия плоской системы сил. 

5. Статически определимые и статически неопределимые системы. 

Центр тяжести твердого тела 

Координаты центра тяжести.  Способы определения центра тяжести объ-

емных, плоских, линейных твердых тел. 

Трение 

Трение скольжения.  Трения качения. 

1.2. Основные формулы 

 

Из курса физики известно, что 

момент силы относительно точки 

(центра) есть векторная величина. Т.е. 

(на рис. 1.1) векторным моментом си-

лы относительно точки (т.0) называ-

ется вектор )F(M0


, приложенный в 

этой точке (т.0) и равны по величине 

произведению модуля силы F


на пле-

чо h силы F


 относительно этой точки 

Рис. 1.1 

r


r
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(т.0). Направлен вектор )F(M
0


 перпендикулярно плоскости, в которой лежат 

сила F


 и точка 0 (плоскости треугольника 0AB, причем вращение тела силой F


 

будет происходить против часовой стрелки, если смотреть из конца вектора 

)F(M
0


. 

)F(M
0


= Fr


,  

где r


 –  радиус-вектор точки A, проведенный из центра (т.0). 

Величина (модуль) )F(M
0


 определяется: │ )F(M0


│=│ Fr


│=  

= sinr F , где  – угол между направлениями радиус-вектора r


и вектором 

силы F


, а т.к. sinr h , то │ )F(M0


│=│ Fr


│= h F . 

При решении задач по статике твердого тела нас будет интересовать плос-

кое вращение тела, например, в трех плоскостях (или в одной плоскости). По-

этому введем понятие алгебраического момента силы. 

1. Алгебраический момент силы F


 относительно точки (центра 0): 

)F(M
0


 = hF ,  

где h – плечо силы, кратчайшее расстояние от точки (центра) вращения до ли-

нии действия силы F


. Знак «+» соответствует вращению тела силой F


 против 

часовой стрелки (рис. 1.2а), знак «-» – по часовой стрелке (рис. 1.2б). 

Размерность алгебраического момента: мН)F(M
0


. 

           

 

Рис. 1.2. 

2. Момент пары сил (алгебраический момент пары): 

M  = dF , 

где FFF 21


; d –плечо пары – расстояние между линиями действия (парал-

лельные линии) сил пары. Знак «+» соответствует вращению тела парой против 

часовой стрелки (рис. 1. 3а), знак «-» – по часовой стрелке (рис 1.3б). Размер-

ность момента пары: мНM . 

а б 

Рис. 1.1 

С 



 7 

          

 

3. Момент силы относительно оси: 

hF  )F(zM
П


, 

где 
П

F – проекция силы F


 на плоскость перпендикулярную оси вращения; 

h – плечо проекции 
П

F , т.е. кратчайшее расстояние от точки пересечения 

оси с плоскостью до линии действия 
П

F . Размерность: мН  )F(
z

M


. 

 

 

 

 

4. Главный вектор. Главный момент системы сил: 

; 
n

1

F R
i

i


    

n

1i
ii )(FML


0 , 

где Fi – силы (активные и реакции связей), оказывающие действие на 

твердое тело.  

5. Условия равновесия произвольной пространственной системы сил: 

0  R


; 0L


 = 0. 

Рис. 1.3а Рис.1.3б 

Рис. 1.4 

2 

1 

2 

1 
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6. Аналитические условия равновесия: 
n

i

ixF
1

0 ; 
n

i

ix )F(M
1

0


; 

n

i

iyF
1

0 ; 
n

i

iy )F(M
1

0


; 

n

i

izF
1

0 ; 
n

i

iz )F(M
1

0


. 

7. Общие условия равновесия для плоской системы: 
n

i

ixF
1

0 ; 
n

i

iyF
1

0 ; 
n

i

i )F(M
1

0 0


. 

8. Главный вектор системы сходящихся сил: 
n

i

iFR
1


. 

9. Условие равновесия пространственной системы сходящихся сил: 

0  R


. 
10. Аналитические условия равновесия с.с.с.: 

n

i

ixF
1

0 ; 
n

i

iyF
1

0 ;
n

i

izF
1

0 . 

11. Аналитические условия равновесия плоской с.с.с.: 
n

i

ixF
1

0 ;
n

i

iyF
1

0 . 

12. Теорема Вариньона (относительно точки) о моменте равнодействую-

щей: 

n

i
ii
)F(M)R(M

1
 

0


, где  

n

i

iFR
1


. 

13. Теорема Вариньона (относительно оси) о моменте равнодействующей: 

)R(Mz


=

n

1i
iz )F(M 


. 

 

1.3.  Примеры решения задач 

 

1.3.1.  Плоская система сходящихся 

сил 

Задача №1. Груз подвешен на крон-

штейне АВС. Стержни шарнирно соединены в 

точках А; В; С. Вес груза G =10Н, угол = 30° 

(рис. 1.5).  

Определить усилия в стержнях АВ и ВС. 

Рис.1.5 
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Решение: 

Так как концы стержней соединены плоскими шарнирами, то эти стержни 

могут быть только сжатыми или растянутыми, т.е. усилия (реакции) в стержнях 

направлены по осям их симметрии. 

Предположим что стержень АВ растянут, а стержень CВ сжат. Соответственно 

обозначим усилия в стержнях 1N


и 2N


 и 

перенесем их по линиям действия в общий 

шарнир т. В (рис. 1.6) 

Полученная система сил: 1N


, 2N


,G


- 

это плоская система сходящихся сил, ко-

торая, естественно, находится в равнове-

сии (т.к. кронштейн и груз находятся в со-

стоянии покоя).  

Воспользуемся условиями равнове-

сия с.с.с.:
n

1i
ixF = 0; 

n

1i

iyF = 0, согласно 

которым суммы проекций всех действую-

щих сил (известных и неизвестных) на 

каждую из осей координат равны нулю. 

Обозначим систему координат хВу и 

спроектируем все силы с.с.с. на эти 

оси:  
n

i

ixF
1

= 0, 

-
1N + 

2N соs 30 0 = 0;   (1) 

n

i

iyF
1

= 0, 

2N sin 30 0 - G = 0    (2) 

Из (2) получим: 

2N =
0

30sin

G ; 
2N = 

5,0

н10
= 20 Н. 

Далее, по известному значению 

2N = 20 Н., подставляя в выражение (1), получим :  

1N = 2N соs 30 0 ;   
1N =20 ∙ 0,876=17,3 Н. 

Ответ: Усилия в стержнях 
1N =17,3н; 

2N = 20 Н. 

Заметим, что положительные цифровые значения 
1N  и 

2N , полученные в 

результате говорят о том, что АВ на самом деле растянут, а стержень ВС – сжат.  

Рис. 7 

Рис.1.6 

Рис.1.7 
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R
A

→

RA

→

F
→

60◦

60◦
60◦

y

x

Задача №2  

Жѐсткий изогнутый стержень закреплѐн на 

основании конструкции с помощью плоского не-

подвижного шарнира А. Свободный конец С 

стержня опирается на гладкую наклонную по-

верхность с углом наклона =60 0 . В точке В на 

стержень действует горизонтальная сила F=25Н. 

Считая стержень невесомым определите R А – ре-

акцию в шарнире А. 

Решение 

Реакция наклонной поверхности (связи) на 

действие стержня в т. С, по определению, будет 

направлена перпендикулярно данной поверхно-

сти (изобразим на чертеже сN


 ┴ АС). 

Поскольку стержень находится в равновесии, 

а линии действия F


 и сN


 пересекаются в т. С, то 

линия действия АR


 также проходит через т. С (обо-

значим АR


 по направлению АС).  

Перенесем все действующие силы в точку С. Полу-

чим с.с.с. Далее воспользуемся условиями равнове-

сия плоской с.с.с.: 
n

i

ixF
1

= 0; 
n

i

iyF
1

= 0. 

 

Обозначим систему координат хСу и спроекти-

руем все силы на оси:  
n

i

ixF
1

=0; - cN sin60 0 +F+ R A соs60 0 = 0 (1) 

n

i

iyF
1

= 0; cN соs60 0 +R A sin60 0 = 0   (2) 

выразим 0

0

60cos

60sin
Ac RN   

и подставим в  (1) выражение  

Рис.1.9 

Рис.1.8 

Рис.1.10 
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0

0

60cos

60sin
AR + F+R

A
соs60 0 =0 

0

0

02

60cos
60cos

60sin

-= R F

 

Н4,12

.5,0
5,0

87,0

25
2  

Знак минус обозначает, что истинное 

направление R A  будет противоположным ука-

занному ранее. Ответ: R A =12,4Н 

 

 

 

 

Задача №3  

Два груза весом 
1G


и 
2G


находятся в равновесии. Определить N- натяжение 

веревки ВС и вес 1G , если 2G  = 50н; угол = 60 0 , =30 0  

 

Решение 

Т.к. связь (веревка) – гибкая, 

следовательно на участке АВ верев-

ка растянута усилием 2G


. Перене-

сем в точку В 1G


 и усилие 2G


 по 

направлению ВА (т.е заменим дей-

ствие связи вектором реакции 2G


)  

Получим с.с.с.; значит реакция  

N


 пройдет также через т.В.  Изоб-

разим систему сил, где направления 2G


и 

N


показывают, что обе веревки растянуты. 

Далее обозначим систему координат хВy и 

спроектируем все действующие силы на оси х 

и y:
 

0
1

n

i

ixF ;- 2G sin60 0 +Nsin30 0 =0                  (1) 

 
n

i

iyF
1

= 0; - 1G + 2G соs60 0 +Nсоs30 0 =0 (2) 

Рис. 1.8 

Рис. 1.13 

Рис.1.11 

Рис.1. 12 
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Из (1): N = 0

0

2
60sin

60sin
G ; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 N=50
5,0

87,0
87Н 

1G = 2G соs60 0 + N соs30 0  

1G =50 0,5+87 0,87=100,7Н 

Ответ: N=87н;   1G =100,7Н 

 

 

 

 

 

 

 

1.3.2. Произвольная плоская система параллельных сил 

 

Задача №1  

Двухопорная балка 

нагружена параллельными 

силами P


и F


, а также  

равномерно распределенной 

нагрузкой q


. 

P=150Н, F=80Н,  

q=50 мН , =2м. 

Определить реакции 

опор А и В. 

 

 

Рис. 15 

Рис. 1.14 

1. 

Рис. 1.14 

Рис. 1.16 

Рис. 1.15 

1. 
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Решение 

Обозначим систе-

му координат хАу. 
Обозначим неизвестные 

реакции или их состав-

ляющие. Одновременно 

освободимся от связей. 

В неподвижном шарни-

ре А величина и направ-

ления реакции АR


не 

определены. Предположим, например, что реакция АR


 направлена вверх и 

вправо. Поэтому на схеме изобразим АR


 в виде составляющих АxR


и
 АyR


, т.е. в 

виде проекций АR


 на ось Ах и на ось Аy соответственно. 

Реакция 
BR


 направлена предположительно вверх, но вертикальное направ-

ление 
BR


 в данном случае конкретно, т.к. катки подложенные под опору В обеспе-

чивают свободное перемещение балки по оси Ах. Следовательно, сопротивление – 

реакция 
BхR


 в этом конструктивном узле отсутствует. 

Для решения воспользуемся условиями равновесия плоской системы сил: 
n

i

ixF
1

= 0;   

n

i

iyF
1

= 0;   i

n

i

FM


1

0 =0. 

Кроме предполагаемой проекции АxR


все остальные силы( известные и 

неизвестные) на ось Ах проекцию не дают, т.к. они  параллельны оси Ау 

    

n

i

ixF
1

= 0; 0АхR


.     (1) 

Tо есть выражение (1) подтверждает, что реакции даже в неподвижном 

шарнире по оси Ах не будет ( 0АхR


). Причина в том, что все внешние силы : 

P


, F


, Q


 и реакции АуR


 и ВR


 параллельны оси Ау. Для решения задачи исполь-

зуем только два уравнения равновесия: 
n

i

iyF
1

= 0;   i

n

i

А FM


1

=0. 

Выбор т.А в качестве центра, вокруг которого все силы будут вращать сво-

бодную балку( уравнение моментов) необязателен. В качестве центра можно 

выбрать т.В. В обоих случаях через точку вращения проходят неизвестные соот-

ветственно АуR


 и ВR


, которые автоматически исключаются из вариантов урав-

нения равновесия. Равномерно распределенную силу q


 удобно представить в 

Рис. 1.17 
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виде сосредоточенной силы 

Q


 приложенной в середине 

участка распределения. 

Q=q 0,5ℓ; Q=50 0,5 2=50Н 

 Окончательно силовая схема 

выглядит так (рис. 1.18): 
n

i

iyF
1

=0; 

AyR +F-P-q•0,5ℓ+ BR =0   (2) 

 

В данном уравнении две неизвестные величины AyR  и BR . 

  
i

n

i

А FM


1

=0; F• 0,25ℓ- P•0,5 ℓ - q•0,5 ℓ •0,75 ℓ + BR •ℓ = 0      (3) 

Напомним, что AxR = 0 (cм. (1)), а AyR  проходит через центр – т.А и, сле-

довательно, вращения относительно т.А не производит. Из (3) определяем: 

;
75,05,05,025,0

l

llqlPlF
RB  

Н5,92
2

275,025,05025,0150225,080
BR  

Положительное значение 
BR


 означает, что на схеме направление 
BR


 указано 

верно. 

Подставим далее значение BR = 92,5Н в выражение (2), получим: 

AyR = − F+P+q•0,5ℓ− BR ; 

AyR = − 80 +150 +50•0,5•2 − 92,5 = 27,5 Н; 

Т.к. AR = AyAx RR 22
, а AxR = 0, то AR = AyR = 27,5Н. 

Ответ: AR =27,5Н; BR = 92,5Н. 

 

 

1.3.3. Произвольная плоская система сил 

 

Задача №1 

Двухопорная балка с консольными участками СК и ДE нагружены внеш-

ними силами и моментом: 

- равномерно распределенной нагрузкой с интенсивностью 1q


 на участке 

АВ;  

- неравномерно распределенной нагрузкой с интенсивностью от 0 до 2q


 

на участке ДЕ; 

Рис.1. 18 
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- сосредоточенными 

силами P


 и F


; 

- моментом М пары 

сил. 

Дано: P=200Н; F=100Н; 

М=150Нм; 1q =25 мН ;  

2q =50 мН ; ℓ=1м. 

Считая балку неве-

сомой определить реакции 

AR ; DR  опор А и D. 

Решение 

Обозначим систему координат хАу и неизвестные реакции (или их со-

ставляющие). Одновременно освободимся от связей. Получим систему сил, 

находящихся в равновесии на плоскости. 

Неизвестную реакцию AR


 представим в виде двух неизвестных состав-

ляющих AxR  и AyR , т.к. конструктивно опора А представляет собой неподвиж-

ный плоский шарнир. (В плоском шарнире величина и направление реакции не 

определены, поэтому предполагаем, что AR


 направлена вверх и вправо, т.е. на 

оси координат AR


 отображается двумя проекциями AxR  и AyR ). 

 

 

Неизвестные реакцию DR


 изображаем вертикально, например, вверх. 

Направление реакции в этом случае конкретно определено, т.к. конструктивно 

опора D представляет собой подвижный шарнир. Катки подложенные под опору 

шарнира D позволяют свободное перемещение тела(балки) по оси Ах, т.е. со-

противления – реакции  по направлению Ах не будет. 

Рис.1.19 

Рис.1.20 
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Распределенные нагрузки 1q


и 2q


 удобнее представить в виде сосредото-

ченных 1Q


 и 2Q


; где 1Q


= 1q ℓ; 1Q


=25 1=25Н 

2Q


=
2

lq2
; 2Q


=
2

l05 =25Н 

Точка приложения силы 1Q


 находится в середине участка АВ, а точка 

приложения 2Q


 находится на расстоянии 
3
1  от конца балки т. Е (или на 

3
2  от 

т. D), т.е. линии действия 1Q


 и 2Q


 проходят через центры тяжести плоских фи-

гур соответственно – прямоугольника и треугольника сил. 

Силу F


 также удобно разложить на две составляющие, т.е. на проекцию 

F∙cos30 0  на ось х и на проекцию F∙sin30 0  – на у. 

При вычислении момента силы F


 для этих проекций легко определяются 

плечи (см. теорему Вариньона). Окончательно равновесная система сил, прило-

женная к балке будет иметь вид:  

 

 

Условия равновесия в этом случае: 
n

i

ixF
1

=0;   
n

i

iyF
1

=0;   
i

n

i

A FM


1

=0. 

Выбор точки А в качестве центра- точки вращения обусловлен тем, что 

неизвестные AxR  и AyR  относительно т.А дадут моменты равные нулю. Т.к. ли-

нии действия их проходят через этот центр. (Иными словами относительно т.А 

плечи AxR  и AyR  равны нулю). 

Рис.1.21 

а е 
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n

i

ixF
1

= 0;  AxR + F∙cos30 0 =0        (1) 

AxR =−F ∙ cos30 0  

Знак минус показывает, что истинное направление AxR  противоположно 

указанному на чертеже. 

AxR =−100∙0,87=−87Н. 

  

n

i

iyF
1

=0;   AyR - 1Q


-P+F•sin30 0 + DR - 2Q


=0.      (2) 

В выражении (2) две неизвестные величины : DR  и AyR .
 

Прежде чем составить третье уравнение, напомним, что балка вращается 

силами 1Q


; P


; F


sin30 0 ; F


cos30 0 ; DR


 и 2Q


и моментом М относительно непо-

движной точки А. 

Определим плечи этих сил: Аа=0,5ℓ для силы 1Q


 (вращение по ч.с.); 

AC=2ℓ для силы P


 (вращение по ч.с.); AC=2ℓ для силы F


sin30 0  (враще-

ние против ч.с.); КС=0,5ℓ для силы F


cos30 0  (вращение против ч.с.); АD=3ℓ для 

силы DR


 (вращение против ч.с.); АE=3,66ℓ для силы 2Q


 (вращение по ч.с.). 

Пары сил с моментом М вращает свободную балку по часовой стрелке. 
n

i

iA FM
1

0)(


 

066335030cos230sin250 21 l,QlRl-M,FlFlPl,-Q D


  (3) 

В выражении (3) неизвестная одна  –  

l

l,QMl,FlFlPl,Q
RD

3

6635030cos230sin250 21



 

Н,
,,,,,

RD 2170
13

16632515015087010012501001220051025

 

Н2,170RD . Положительное значение свидетельствует о правильности 

выбора направления реакции DR


. Далее, по известному значению DR =170,2 Н, 

подставим его в выражение (2) и определим AyR


. 

21 30sin QRFPQR DAy

  

 Н,,,RAy 8282521705010020025  

AyR =28,8 Н. Направление AyR


 на чертеже было выбрано верно. Полную 

реакцию AR


 (модуль AR


) определим по теореме Пифагора: 

 Н,,RRR AyAxA 69182887 2222
 

Ответ: AR =91,6 Н; AR =170,2 Н 
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Для сведения: (Угол = /

Ax

Ay ,arctg
R

R
arctg 4071023  ) 

Для сведения: окончательная схема нагружения балки АЕ 

 

 

 

Указания по выбору контрольных заданий 

Студент во всех задачах своей контрольной работы выбирает номер ри-

сунка по предпоследней цифре своего учебного шифра, указанного в зачетной 

книжке, а номер условия – по последней; например шифр заканчивается цифра-

ми … 79, значит, все задачи выполняются по рисункам №7, а условия берутся из 

таблиц за №9. 

Рис.1.22 
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Контрольное задание С-1 

Жесткая изогнутая балка с консольным участком установлена на двух опо-

рах А и В. Опора А – это неподвижный шарнир; Опора В – или подвижный шарнир 

на катках, или стержень , прикрепленный неподвижными шарнирами к балке и 

к основанию – неподвижной опоре. 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

Рис.С-1.0 Рис.С-1.1 

Рис.С-1.2 
Рис.С-1.3 
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Рис.С-1.4 Рис.С-1.5 

Рис.С-1.6 Рис.С-1.7 

Рис.С-1.8 Рис.С-1.9 
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Таблица С-1 

Сила 

 

 

№  

условия 

1F


 

 

2F


 

 

 

 

 

 

=10н =20н =30н =40н 

Точка 

Прило-

жения 

 точка  

приложения 
 точка  

приложения 
 Точка  при-

ложения 
 

0   D 60 K 45   

1 K 30     H 60 

2   H 45 K 30   

3 D 60     K 60 

4   K 30 E 60   

5 H 60   K 30   

6   E 30   K 45 

7 D 45   K 60   

8   H 60   K 30 

9 E 30     K 60 

 

На балку действует пара сил с моментом М=100 Н•м; равномерно распреде-

ленная нагрузка  или неравномерно распределенная нагрузка ; 

сила, приложенная в точке К на конце консоли и сила в любой из трех точек D, E, 

H (в зависимости от номера условия). Во всех задачах l=0,5 м. Определить реак-

ции в опорах А и В. 

 

 

1.3.4. Произвольная пространственная система сил 

 

Задача №1 

Изогнутая плита закреплена сферически шарниром в т. А; цилиндрическим 

(плоским) шарниром – в т. В и невесомым стержнем СС’в т. С. 

Размеры большей части плиты: длина 3l, ширина 2l.  

Размеры меньшей части плиты: длина 2l, ширина 0,5l. 

4F


 3F
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В т. Е приложена сила кНF 51  в плоскости параллельной плоскости ZAx 

под углом 1 = 30°; 

В т. К приложена сила кНF 32 в плоскости параллельной плоскости ZAy 

под углом 2 = 90°. 

Точки Е и К лежат в серединах длин соответствующих сторон плиты. 

На плите действует пара сил с моментом М=8 кН•м. Размер l=1 м. Вес плиты 

большей части 1P =6 кН, меньшей части 2P =1 кН. Определить реакции связей в 

шарнирах  А, В, и в стержне СС’. 

 

Решение 

В заданной задаче система координат обозначена. Обозначим неизвестные 

реакции или их составляющие. В неподвижном сферическом шарнире А обозна-

чим три составляющие AxR


, AyR


 и AzR , по осям в положительных направлениях. 

Цилиндрический подшипник (т. В) – это плоский шарнир. 

Так же по осям в положительных направлениях проведем (из т. В) векторы 

ByR


и BzR . 

Рис.1.23 
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Стержень СС’ - условно невесомый, жесткий, работает либо на растяжение 

либо на сжатие. Обозначим реакцию в стержне   и направим ее по оси стержня 

от т. С к т. С’, считая, что стержень растянут. 

Полезно также разложить внешнюю силу  на составляющие:  по 

оси x и на   по оси z, что даст готовые проекции силы  на оси (Ах и Аz) 

(смотри теорему Вариньона). Окончательно получим схему: 

 

 

 

Количество неизвестных реакций – шесть ( NRRRRR ВzByAzAyAх


 , , , ,, ). Система 

находится в равновесии. Задача статистически определимая, т.е. может быть ре-

шена при помощи шести уравнений равновесия: 

;0
1

n

i

ixF

  
;0

1

n

i

iyF
 

;0
1

n

i

izF

    
        

    
 

 

;0)(
1

n

i

iFxM


;0)(
1

n

i

iFyM


.0)(
1

n

i

iFzM


 

    

;0
1

n

i

ixF
 

030cos1

FRAx

                
(1) 

Из (1) определим кH35,487,05;30cos1 AxAx RFR 
. Численное значе-

ние положительное, значит направление AxR


 на схеме выбрано правильно. 

                     
0

1

n

i

ijF ; 
 

045cos2


NFRR ByAy

    
(2)

 

Рис.1.24 

R 
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0

1

n

i

izF ; 
 

0sin45Nsin30FPPRR 121BzAz



   
(3) 

Пока два выражения (2) и (3) содержат пять оставшихся неизвестных. 

  

n

i

iFM x
1

0)(


;
 

03Nsin4535,15,05,130sin 2121 llPlPlFlF


 
(4) 

Силы 



45 cos ; ; ; ; NRRRR ВzByAzAy  ось x пересекают (плечи равны нулю), а 

силы 



30cos; 1FRAx  параллельны или совпадают с осью x, поэтому все они враща-

ющего действия не создают). Из (4) определим: 

l

llll

3

3P1,5P0,52F1,5
N

sin45

sin30F 211




; 

ęÍ2,3
1371,0

13115,1615,0315,15,05
N  

Направление  соответствует ранее указанному на схеме. 

  02230sin   ;0)( 121

1

lRlFlPlPFM Bzi

n

i

y




  (5) 

Из (5) определим  ;
2

2sin30FPP 121
BzR

l

lll


  

кН1
12

125,051116
R Bz ;   кН1RBz  

Направление BzR


 соответствует ранее указанному на схеме. 

 
n

1i

iz 0)F(M


; 05,130cos2 21 lFlFlRM By

   (6) 

Из (6) определим 
l

lFlFM
RBy

2

5,130cos 21



; 

кН.76,0
12

1315,187,058
ByR   кН.76,0ByR  

 Направление ByR


 противоположно указанному на схеме. По известным  

ByR


, BzR


, N


 подставляем их значения во (2) и (3) выражения получим: (из (2)) 

;45cos2


NFRR ByAy  ęÍ06,071,02,33)76,0(RAy  

ęÍ06,0RAy  

Истинные направления AyR  противоположно указанному. Из (3) определим: 


sin45 N30sin1 2 1 FPPRR BzAz  

ęÍ23,171,02,35,05161RAz ; ęÍ23,1RAz  

Направление AzR


  соответствует указанному на схеме. 
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По величине полную реакцию AR


 определим: 

ęÍ52,423,1)06,0(35,4
222222

AzAyAxA RRRR  

Полную реакцию BR


 определим: 

ęÍ002,11)06,0(
2222

BzByB RRR  

Ответ: ęÍ52,4RA ; ęÍ002,1RB ; .ęÍ2,3N  

 

Контрольное задание С-2 

Массивная однородная прямоугольная плита весом  закреплена в трех точках: 

в т. А – сферическим шарниром; в т. В цилиндрическим шарниром; невесомым 

стержнем СС’в т. С. Размеры плиты: длина – 2l, ширина − l , толщина – 0,2l. 

В точках D, E, H, K приложены силы 4321  , , , FFFF


. Точки находятся в углах 

или серединах соответствующих сторон плиты. На плиту действуют пара сил с 

моментом М. Момент М=8 кН•м; Р=20кН; l=1м. Определить реакции в шарнирах 

А, В и  в стержне СС’. 
 

Таблица С-2 

сила 

 

 

№  

условия 

 

1F


 

 

2F


 
3F


 
 

4F


 

=10Н =20Н =30Н =40Н 

точка 

приложения 
 точка  

приложения 
 точка при-

ложения 
 точка при-

ложения 
 

0 D 60   K 0   

1 K 90 D 30     

2   E 60   K 90 

3     E 30 K 0 

4 K 0   H 60   

5   D 60 K 0   

6   H 30   K 0 

7 E 30 K 90     

8     K 0 E 60 

9   K 90 D 30   

х х 
х 

у 

у 

у z z 
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Рис.С-2.0 Рис.С-2.1 

Рис. С-2.2 
Рис. С-2.3 

 

Рис. С-2.4 Рис. С-2.5 
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Рис. С-2.6 Рис. С-2.7 

Рис. С-2.8 Рис. С-2.9 
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2. Кинематика 

 

2.1. Программные вопросы 

Введение в кинематику 

1. Предмет кинематики. Пространство и время. Система отсчета. Относи-

тельность движения. Основная задача кинематики. 

Кинематика точки 

1.Три способа задания движения материальной точки: естественный, ко-

ординатный, векторный. 

2.Скорость движения точки. Ускорение точки. 

3.Определение касательного и нормального ускорений материальной точ-

ки. 

4.Определение скорости и ускорения материальной точки при движении 

ее по окружности. 

Кинематика тела 

1.Поступательное движение твердого тела. Закон поступательного движе-

ния твердого тела. 

2.Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси. Закон вращательного 

движения. Угловая скорость и угловое ускорение твердого тела. 

3.Случаи (2) вращательного движения твердого тела. 

Плоское движение твердого тела 

1.Плоское движение твердого тела. Уравнения движения плоской фигуры. 

2.Разложение плоского движения на поступательное и вращательное. 

3.Определение скорости произвольной точки плоской фигуры (как гео-

метрической суммы скорости плюса и вращательной скорости точки относи-

тельно плюса). 

4.Теорема о проекциях скоростей двух точек плоской фигуры. 

5.Мгновенный центр скоростей. 

Сложное движение точки 

1.Абсолютное , переносное и относительное движение. 

2.Теорема о сложении скоростей. 

3.Теорема о сложении ускорений. Кориолисово ускорение. 

 

2.2.Основные формулы 

1.Скорость движения точки .
dt

rd
V  

Вектор скорости точки V


направлен в сторону движения по касательной к 

траектории в данной точке. Размерность скорости: смV


 

Скалярный вариант:  V .
dt

sd
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Случай движения, например по оси х: .
dt

dx
Vx

 

2.Ускорение точки: .
2

2

dt

rd

dt

Vd
a



 

Вектор ускорения точки a  направлен внутрь криволинейной траектории 

движения точки. Размерность ускорения: .2сма


 

Скалярный вариант: .
2

2

dt

Sd
Sa  

3.Естественные оси  

Касательное ускорение: 
dt
dVa  

Нормальное ускорение:
2

Van  

Полное ускорение 
22

naaa . 

4.Движение точки по окружности 

Линейная (окружная) скорость RV , где - угловая скорость.
 

dt

d , где − угол поворота; R – радиус окружности. Размерность уг-

ловой скорости: 
11 сссрад . 

Касательное ускорение: Ra , где 

dt
d - угловое ускорение точки. Размер-

ность: 
21 сссрад  

Нормальное ускорение Ran

2
 

Полное ускорение 
2222

Raaa n  

 

5. Поступательное движение тела 

Скорости всех точек тела равны 

constVi  и ускорения всех точек тела равны: constai в конкретный момент 

времени t . 

6. Закон вращательного движения твердого тела вокруг неподвижной оси: 
)(tf , где - угол поворота, t -время. Размерность: рад . 

Угловая скорость .
dt

d
 

Рис. 2.1 
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Угловое ускорение .
2

2

dt

d

dt

d
 

6а. Случай равномерного вращательного движения твердого тела. 

;0  
t

, или 
30
n , где n - число оборотов в минуту. Размерность: 

.минобn  

 

7. Плоское движение 

Скорость точки тела, совершающего 

плоское движение – есть геометрическая 

сумма векторов скоростей переносного и 

относительного движения данной точки. 

Например, скорость в т.B: BAAB VVV  , 

где т.А – полюс,  а ABVBA  - относи-

тельная скорость т.В при вращении ее с уг-

ловой скоростью относительно полюса 

А,  

АВ – расстояние между точкой В и полюсом 

А. 

Ускорение точки, например т.В 

BAAB aaa , 

где Aa - ускорение полюса А; 

n

BABABA aaa – относительное ускорение 

т.В относительно полюса А 

n

BABA aиa  – касательная и нормальная составляющие  

,АВaBA  АВa
n

BA

2

. 

Т.е.  
n

BABAAB aaaa  

 

Теорема о проекциях  

скоростей 

 

Проекции скоростей двух точек 

плоской фигуры (т.е. тела участвую-

щего в плоском движении) на пря-

мую, соединяющую эти точки, равны 

и направлены в одну и ту же сторону. 

Рис. 2.2 

Рис. 2.3 

Рис. 2.4 
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Согласно теореме: 

coscos BA VV  

Зная, например, углы и и AV ,определим .
cos
cos

AB VV
 

 

Мгновенный центр скоростей (м.ц.с.) 

Единственная точка, в которой в данное мгновение скорость равна ну-

лю(только для тела совершающего плоское движение) 

а)Если известны две скорости двух 

точек плоской фигуры, то м.ц.с. – точка 

пересечения двух перпендикуляров к век-

торам скоростей. 

т.С-м.ц.с. 

б)Если известен м.ц.с., то скорость 

любой точки определяется, как в случае 

простого вращения вокруг м.ц.с. с угловой 

скоростью Ссцм ... ; BC
V

AC
V BA

C . 

Например, скорость точки К: KCV CK  

Сложное движение точки. Случай переносного вращательного и относи-

тельного поступательного движения. 

Абсолютное ускорение точки: абсa Cотнпер aaa ,  

где Ca  - ускорение Кориолиса. 

отнперС Vа 2
 , 

sin2 отнперС Vа  , где – угол между 

векторами a


 и V


. 

 

Рис. 2.5 

Рис. 2.6 

Рис. 2.6 
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2.3 Примеры решения задач 

 

2.3.1 Координатный способ задания движения точки 

В случае движения точки А по плоскости ее движение можно описать 

двумя уравнениями движения: 

)(1 tfx ;    ).(2 tfx  

Задача №1  

Дано: уравнения движения точки А: 
)

3
sin(23

)
3

cos(22

ty

tx

   

 (1) 

Определить: траекторию движения(закон движения) точки А, скорость и 

ускорение, а также касательное и нормальное  ускорения и радиус кривизны 

кривой в момент движения .11 ct  

Решение 

В уравнениях( 1) содер-

жатся три переменных: x,y,t. 

Чтобы получить уравнение 

траектории, необходимо ис-

ключить из (1) параметр t. Вос-

пользуемся для этого формулой 

преобразования тригонометри-

ческих функций:  

1cossin
22

       (2) 

Из (1) получим 

2
2)

3
cos(

2

3
)

3
sin(

xt

y
t

; подставим 

в формулу (2),  

считая )
3

( t  

1)
2

2()
2

3
(

22 xy
 или 4)3()2(

22
yx  

– уравнение окружности. 

Центр окружности имеет координаты: -2;3. 

Радиус окружности R=2. В качестве единицы измерения длины примем 1см, это 

удобно при выполнении контрольной работы в ученической тетради. 

Т.о. центр С(-2;3); R=2см. 

Построим траекторию движения. Далее определим положение т.А на траекто-

рии в момент времени .11 ct  
Для этого в уравнения (1) подставим значение t=1c. 

Рис. 2.7 



 33 

Получим: 

cě15.02260cos22)1
3

cos(22Ax  

ńě27,187.02360sin23)1
3

sin(23Ay  

Обозначим т.А на траектории, т.е. А(-1;1,27) 

Далее определим две составляющие скорости т.А по осям x,y. 

)
3

sin(
3

2
3

)
3

sin(2 )
3

cos(22 ttt
dt
dxxVx при .11 ct  

82.187.0
3

14.3260sin
3
14.32)1

3
sin(

3
2

xAV ccм/  

)
3

cos(
3

2
3

)
3

cos(2 )
3

sin(23 ttt
dt

dy
yVy  при .11 ct  

05.15.0
3

14.3260cos
3
14.32)1

3
cos(

3
2

yAV ccм/  

Модуль скорости 

ссмVVV yAxAA 01,2)05,1()82,1( 2222

. 

Изобразим  все три вектора на 

чертеже: 

Векторы ХАV и УАV  проводим в 

направлениях противоположных по-

ложительным направлениям осей x 

и y, т.к. перед значениями ХАV и 

УАV стоит знак (-) минус. 

Примем масштаб: в 1 см содержится 

1см/сек. АV определим построением 

геометрической суммы  УАХАА VVV
 

Из построения очевидно, что скорость  
АV  направлена по касательной к 

траектории в данной точке А. По вектору АV  проведем линию в обе стороны – 

получим касательную ось . 

Аналогично определим составляющие ускорения т. А 

xAa  и yAa , а затем Aa и построим на чертеже yAxAA aaa  - вектор уско-

рения т. А. 

).
3

cos(
9

2
3

)
3

cos(
3

2 )
3

sin(
3

2
2

ttt
dt

dV
Va x

xx

 

при ct 11  
2

22

1,15,0
9

14,32
)1

3
cos(

9

2
ссмaxA  

Рис. 2.8 

А 
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)
3

sin(
9

2
3

)
3

sin(
3

2 )
3

cos(
3

2
2

ttt
dt

dV
Va

y
yy при ct 11  

2
22

9,187,0
9

14,32
1

3
sin

9

2
ссмayA

 
22222 2,29,1)1,1( ссмaaa yAxAA  

Направляем xAa противоположно 

положительному направлению оси 

x, т.к. 
21,1 ссмaxA  отрицатель-

ное значение; 

yAa - параллельно оси y, т.к.  
29,1 ссмayA - положительное 

значение. 

Вектор Aa определяется на черте-

же способом геометрического  

сложения. 

Касательное ускорение 

определим по формуле: 

    V

aVaV
a

yyxx
       (3) 

Для сведения: .222

yx VVV   

Так как  ускорение (вообще) есть 

производная V , то продифферен-

цируем по времени, т.е. 

)()()(
222

yx VVV  

dt

dV
V

dt

dV
V

dt
dVV

y

y
x

x 222

,  

т.к. a
dt
dV ;   x

x a
dt

dV ;  

y

y
a

dt

dV
,  

то yyxx aVaVaV , от-

куда .
V

aVaV
a

yyxx

   

 

20
01,2

9,1)05,1()1,1()82,1(
ссм

V

aVaV
a

A

yAyAxAxA

A  

Рис. 2.9 

Рис. 2.10 



 35 

Так как  
20 ссмa A , это означает, что точка А в этот момент движется по 

окружности равномерно. Поэтому нормальное ускорение nAa  совпадает с пол-

ным ускорением, т.е. nAA aa  
 

 

,222

naaa    
22 aaan     

22222 2,202,2 ссмaaa AAnA  

Радиус кривизны 
na

V 2

;   
nA

A
A

a

V
2

;   смA 2
2,2

1,2 2

 

смRокрA 2
 

Задача № 2. Уравнения движения точки В 

5)
3

cos(2

2)
6

sin(2

ty

tx

       (1) 

Определить: траекторию движения т.В, скорость, ускорение, а также каса-

тельное и нормальное ускорение и радиус кривизны кривой в т.В, когда  время 
секt 11 . 

Решение: 

Для определения траектории необходимо избавиться от параметра t в 

уравнениях (1), т.е. получить выражение вида )(yfx или )(xfy . 

Воспользуемся формулой преобразования тригонометрических функций: 
2

sin212cos      (2) 

Считая )
6

( t ;  )
3

(2 t , получим 

,
2

2
)

6
sin(

x
t   ,

2

5

2

5
)

3
cos(

yy
t  

Затем подставим в (2): 

2)
2

2
(21

2

5 xy
 

 умножим на 2 обе части    

4

)2(
2225

2x
y

 
умножим на -1 обе 

части  и окончательно преобразуем:  

 3)2( 2xy    – уравнение параболы. 

 

Изобразим параболу на чертеже (можно 

по точкам): 

x=0; y=7 

x=-1;y=4 

x=-2; y=3 – вершина параболы 

Рис. 2.10 

Рис. 2.11 Рис. 2.11 
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x=-3; y=4 

x=-4; y=7 ….. и т.д.) 

Затем определим координаты точки В в момент ct 11 . 

смxB 125,022)1
6

sin(2 ; смyB 455,025)1
3

cos(2  

Координаты т. В (-1;4) Из (1) определим составляющие скорости т.В ; пол-

ную скорость BV  и изобразим все три вектора на чертеже ( yBxBB VVV ) 

);
6

cos(
36

)
6

cos(22)
6

sin(2 ttt
dt
dxxV x

  
 

при ct 11  

с

см
VxB 91,087,0

3

14,3
)1

6
cos(

3  

 5)
3

cos(2 t
dt

dy
yVy

);
3

sin(
3

2
3

))
3

sin((2 tt
 
при ct 11  

с

см
VyB 82,187,0

3

14,32
)1

3
sin(

3

2

с

см
VVV yBxBB 03,282,191,0 2222

. 

Для улучшения наглядности изображения 

иногда полезно или уменьшить или увели-

чить(пропорционально) оба вектора исхо-

дя из численных значений. 

 

В нашем случае: 
с

см
VxB 91,0 ; 

с

см
VyB 82,1  

 

 

Увеличим численные значения xBV  и yBV , например,  в три раза. Т.е. примем 

масштабный коэффициент 3Vk  

На чертеже  отложим смkV

смkV

VyB

VxB

46,5382,1

73,2391,0

 

Определим составляющие ускорения т.В, полное ускорение Ba и изобра-

зим на чертеже yBxBB aaa  

);
6

sin(
186

)
6

sin(
3

)
6

cos(
3

2

ttt
dt

dV
Va x

xx  

Рис. 2.12 
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при  ct 11  .27,05,0
18

14,3
)1

6
sin(

18 2

22

с

см
axB  

);
3

cos(
9

2

3
)

3
cos(

3

2
)

3
sin(

3

2 2

ttt
dt

dV
Va

y

yy  

при  ct 11  .10,15,0
9

14,32
)1

3
cos(

9

2
2

22

с

см
a yB  

Полное ускорение 2

2222 13,11,1)27,0(
с

см
aaa yBxBB  

Очевидно, что значение  
2

27,0
с

см
axB  численно очень мало и на чертеже 

его необходимо увеличить, например в 4 раза, т.е. примем масштабный коэффи-

циент ка=4. 

Отрезки на чертеже:   

08,1427.0axB ka см. 

4,441.1ayB ka см. 

Вектор  откладываем от точки В  

на графике в сторону противоположную 

положительному направлению оси х. 

Вектор  – вверх, т.е. параллельно оси у. 

Заметим, что предыдущий план 

скоростей показывает, что вектор скоро-

сти точки  идет именно по касательной  

 

из т. В, а вектор ускорения на плане 

ускорения направлен внутрь кривой, что 

не противоречит законам механики и 

лишь подтверждает их. Добавим, что, 

проведя по вектору    в обе стороны 

линию, получим касательную ось τ. 
 

 

По формуле:  

 аτ=
V

aVaV yyxx
 

определим касательную составляющую : 

B

yBBxB

V

aVaV
a

By

τB
=

2
ń

ńě87,0
03,2

1,182,1)27,0(91,0  

Отрезок на чертеже:  

аτB∙ка=0,87∙4 = 3,46 см 

отложим на оси +τ  от точки В. 

Нормальную составляющую   определим из выражения 

Рис. 2.13 
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 ; 

 =  = 2

22 72,087,013,1
см

см
; 

Отрезок на чертеже:  аnВ∙ка=0,72∙4 = 2,88 см  

Отложим от точки В по нормали n – n, проведенной через эту же точку В, 

внутри кривой. Нормаль n – n легко провести как перпендикуляр к касательной  

оси τ в т. В, которую уже определил вектор  (см.выше). 

Радиус кривизны ρВ  в данной точке траектории определим по формуле 

nB

B
B

a

V
2

;  смB 72.5
72.0

03.2 2

 

Центр С для радиуса кривизны ρв  находится на нормали n – n на расстоя-

нии 5,72 см от точки В внутри кривой. Итоговый чертеж: 

 

 
 

 

На чертеже обозначена окружность, радиус которой Rокр=ρв, то есть в точ-

ке В кривизна параболы равна кривизне такой окружности. 

 

Рис. 2.14 
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Контрольное задание  К-1 

 

Точка С движется по плоскости xOy. Закон движения точки С задан двумя 

уравнениями (координатный способ задания движения точки): 

, 

Где х и у выражены в сантиметрах, t – в секундах. 

На рисунках 0-9 указана конкретно зависимость 

 
с кусочком траектории. Номер рисунка соответствует предпоследней циф-

ре шифра в зачетной книжке студента. Номер условия выбирается из таблицы 

К-1 по последней цифре шифра в зачетной книжке. 
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Таблица К-1 

Номер условия Для рис.0-рис.2 Для рис.3-рис.6 Для рис.7-рис.9 

0 
   

1 
   

2    

3    

4 
   

5    

6    

7    

8    

9 
   

Определить уравнение траектории точки С, определить скорость, ускоре-

ние точки С, а также касательное и нормальное ускорения и радиус кривизны в 

точке С траектории для  момента времени t1 =1 с и всѐ изобразить графически. 

 

2.3.2. Плоское движение тела – это движение, при котором все точки те-

ла движутся в одной и той же плоскости. Плоское 

движение совершают, например, детали (тела) 

кривошипно-шатунного механизма. 

Задача 1 

На чертеже указана кинематическая схема 

кривошипно-шатунного механизма. Кривошип 1 

вращается по часовой стрелке с угловой скоростью 

ω1 = 4 1/с; длина кривошипа l1=0,25 м. Шатун 2 со-

вершает плоское движение; длина шатуна l2=0,5 м. 

Поршень 3 совершает возвратно-поступательное 

движение по вертикальной оси. Углы  α= 60
о
, 

β=120
о
. 

 

Определить: скорости точек А и В и угловую 

скорость звена 2 (шатуна). 

Рис. 2.15 
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Решение 

Скорость точки А определим по форму-

ле Эйлера V = ωR, так как точка А общий 

шарнир для тела 1 и для тела 2, то считаем, 

что точка А совершает вращение по круговой 

траектории. Вектор   направлен  из точки А 

под углом 90
о  

к радиусу вращения  ОА=l1  в 

сторону вращения. 

.25,0411 cмlVA  

Обозначим вектор    на чертеже. Пор-

шень 3 вместе с шарниром (точка В) движется 

либо только вверх, либо только вниз.  

 

Поэтому обозначим на чертеже предпо-

ложительные направления   .  

 

Так как точка В является общей точкой 

для поршня 1 и для шатуна 2, а шатун совершает только плоское движение, по-

этому применим теорему о проекциях скоростей (см.выше). Для этого проведем 

прямую через точки В и А с продолжениями в обе стороны и спроектируем век-

тор     и предполагаемый вектор     на эту прямую. Согласно теореме: про-

екции векторов   и     на прямую АВ равны и направлены в одну сторону. 

, т.е. .1 cмVV AA ,  

а вектор     направлен в данный момент вниз (так как вариант       

направленный вверх дает проекцию, 

идущую в сторону противоположную 

направлению ). 

Вторую половину задачи, то есть опре-

деление , можно решить с помощью 

м.с.ц.  (мгновенного центра   скоростей). 

Скорость точки А известна по величине 

и по направлению.  .1 cмVA   и  

направлен под углом 90
о
 к кривошипу в 

сторону вращения. Тело 2 совершает 

плоское движение, следовательно, име-

ется С2  – м.ц.с. тела. Проведем два пер-

пендикуляра к вектору  и предполага-

емым . Точка пересечения перпенди-

куляров и есть м.ц.с. и все точки шатуна 

2 в это мгновение вращаются вокруг С2 

Рис. 2.16 

Рис. 2.17 
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с угловой скоростью ωС2. Так как направление  установлено конкретно, то ωС2 

–положительна (обозначим на чертеже).  

 

Из этих же соображений вектор    направлен вниз, а не вверх, так как  точка В 

вращается так же, как все другие точки шатуна, против часовой стрелки (обо-

значим вектор   ). 

 ; 

Так как треугольник ΔАС2В – равносторонний (из условия построения), то  

С2А = С2В = ВА = l2 = 0,5м  

 

Заметим, что угловая скорость вращения плоского тела – шатуна 2 в этот 

момент равна угловой скорости вращения относительно м.ц.с. 

           

Ответ: ;  ;         

 

Задача №2  

На чертеже указана кинематическая схема двухпоршневого кривошипно-

шатунного механизма. Направление вращения кривошипа указано. 

Дано: ω1 = 2 1/с; длина кривошипа l1=0,1м; длина шатуна l2=0,4м;  l3=0,3м.  

Определить  скорости поршней ;   ;     - угловую скорость вращения звена 

3 (то есть шатуна 3). Шарнир D находится на середине длины l2. 

 

Решение 

Определение скорости поршня В аналогично (смотрите решение в преды-

дущей задаче). То есть 

 
Вектор     направлен вверх 

под углом 90
о
 к звену 1 из точки А. 

Изобразим на чертеже     (рис. 

2.19).  

Далее проводим прямую че-

рез точки А и В с продолжением и 

проектируем вектор  и предпо-

лагаемые   на эту прямую. Так 

как проекции  Рис. 2.18 
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  должны быть направлены в одну сторону, то при-

нимаем вариант    

 

, направленный влево (изобразим   ). 

Из теоремы о проекциях: 


30cosVA  = 60cosVВ ; 





60cos

30cos
VV AB ; см35,0

5,0

87,0
0,2VB . 

Для  определения скорости поршня Е необходимо определить направле-

ние и скорость точки D,  которая находится на середине АВ. Точка D – это вре-

занный плоский шарнир. 

Определим м.ц.с. звена (шатуна) 2. Для этого проведем два перпендикуля-

ра к известным векторам  и   . 

 Рис. 2.19 
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Получим С2  –  м.ц.с. звена 2 и сразу обозначим направления   на чер-

теже – против часовой стрелки, так как точки А и В в это мгновение вращаются 

относительно С2 каждая по своей воображаемой окружности с указанными ли-

нейными (окружными) скоростями   и   . Определим  

BC
V

AC
V

2

A

2

A
C2ω ; 

из  ΔВС2А:  С2А – катет, лежащий против угла, равного 30
о
, равен поло-

вине гипотенузы АВ, т.е.  

2
AC 2

2
l

    или   С2А= 0,5∙l2 

с
l

1 1
4,05,0

2,0

0,5

V

AC

V
ω

2

A

2

A
C2  

Из C2 проведем С2D  и из точки D  по углом 90
о
 вектор DV


  в сторону 

вращения (все точки, в том числе А, В и D вращаются в это мгновение против  

часовой стрелки относительно точки С2). Далее спроектируем  также на пря-

мую ВD А и определим величину VD: 

 30cosV30cosV AD ;   AD VV ; см0,2VD      

Предполагаемое направление EV


 известно: или вправо или влево по гори-

зонтали. Соединяем точки Е и D  прямой с продолжениями и проектируем век-

тор DV


  и предполагаемые   на эту прямую (тело 3 – тоже шатун и выполняет 

плоское движение). 
 30cosV60cosV ED ; 





30cos

60cos
VVE D  

см0,11
0,87

0,5
0,2VE ;      

И направление    влево по горизонтали  (обозначим  на чертеже). 

Угловую скорость шатуна 3 определим, построив м.ц.с. для этого тела. То 

есть к векторам DV


 и   проведем перпендикуляры и получим точку их пересе-

чения С3. Обозначим направление ωС3 – против часовой стрелки. 

В это мгновение 
EC

V

DC

V
ωω

3

E

3

D
C33  ; так как ΔС3ЕD  – равнобедренный, 

M33 0,3DEEC l  

с
l

1  38,0
3,0

11,0E

EC

V
ω

33

E
3     

Ответ: см35,0VБ ;   см,110VE ;  см38,0ω3
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Контрольное задание К-2 

 

Плоский механизм состоит из четырех стержней 1, 2, 3, 4 и ползуна В или 

из трех стержней 1, 2, 3 и двух ползунов В и Е. Все стержни и ползуны соедине-

ны с помощью плоских шарниров А, В, D, Е, а стержни 1 и 4, называемые кри-

вошипами, соединены с неподвижно закрепленными на основании конструкции 

плоскими шарнирами О1 и О2. Кривошипы 1 и 4 совершают вращательные дви-

жения вокруг шарниров О1 и О2 соответственно. Ползун – это тело, движущееся 

прямолинейно вперед и назад по направляющей – цилиндрической или про-

фильной рейке. Функция ползуна аналогична функции поршня – тела, находя-

щегося внутри направляющего канала, например, цилиндрического профиля. 

Шатуны 2 и 3 участвуют в плоском движении, то есть движутся поступательно 

и, одновременно, вращательно. Длины стержней: l1 = 0,3м;   l2 = 1,2м;  l3 = 1,5м;  

l4 = 0,5м. На чертежах кинематических схем рис.0 – рис.9  углы α, β, γ, φ, θ 

определяют конкретные положения механизмов для каждого задания. Построе-

ние механизма следует начинать со звена, определяемого углом α и далее в по-

следовательности, указанной стрелками углов  α, β, γ, φ, θ. Если угловые скоро-

сти ω1 или ω2  указаны со знаком минус (-), то вращение ведущего кривошипа 1 

или 4 следует считать происходящим по часовой стрелке, и наоборот, если  ω1 

или ω2  со знаком плюс (+), то - против часовой стрелки. Если известна скорость 

ползуна В, то на схеме ее следует направить от точки В по направляющей к точ-

ке b. 

Ниже приводятся десять чертежей кинематических схем. Выбор задания 

аналогичен ранее принятому. В таблице К-2 указаны все параметры, необходи-

мые для построения и для решения задач. Врезанные шарниры D расположены 

строго в середине соответствующего стержня.  Построение механизма рекомен-

дуется выполнять в масштабе 1:200 (то есть на чертеже l1=0,3м представлена 

отрезком 1,5 см: l2=1,2м – 6 см и т.д.). 

 

Таблица К-2 

Номер 

условия 
α

о 
β

о 
γ

о 
φ

о 
θ

о 
ω1[1/с] ω4[1/с] [м/с] Найти 

0 30 150 120 0 120 2   VA, VE, ω3 

1 60 60 60 90 60  -4  VB, VE, ω2 

2 0 120 90 0 60 -3   VB, VE, ω3 

3 90 120 120 90 60  2  VB, VE, ω2 

4 30 120 30 0 30 4   VB, VE, ω3 

5 0 150 120 90 30  -6  VB, VE, ω2 

6 90 150 60 0 30 -5   VВ, VE, ω3 

7 30 120 120 90 120   8 VД, VE, ω3 

8 60 150 30 0 120 6   VВ, VE, ω3 

9 0 60 120 90 60   10 VД, VE, ω2 
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Рис. К-2.0 Рис. К-2.1 

Рис. К-2.2 Рис. К-2.3 



 47 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. К-2.4 Рис. К-2.5 

Рис. К-2.6 Рис. К-2.7 

Рис. К-2.8 Рис. К-2.9 
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3. Динамика 

3.1. Программные вопросы 

 

Введение в динамику 

1. Предмет динамики. Масса, материальная точка, сила. 

2. Аксиомы динамики. 

Динамика точки 

1. Дифференциальные уравнения движения мат. точки в прямоуголь-

ных координатах. 

2. Две основные задачи динамики мат. точки. Решение первой задачи 

динамики. Решение второй задачи динамики. Постоянные интегрирования. 

Начальные условия. 

Относительное движение точки 

1. Дифференциальные уравнения относительного движения мат. точки. 

Динамическая теорема Кориолиса. 

Механическая система 

1. Активные силы и реакции связей. Внешние и внутренние силы. 

Масса системы мат. точек. Центр масс системы. 

Момент инерции 

1. Момент инерции тела относительно оси. 

2. Моменты инерции простейших однородных тел. 

Общие теоремы динамики 

Теорема о движении центра масс мех. системы 

Теорема об изменении количества движения 

1. Количество движения. Импульс силы. 

2. Теорема об изменении количества движения мат.точки (дифферен-

циальная и конечная форма). 

3. Теорема об изменении количества движения системы мат. точек 

(дифференциальная форма, конечная форма). 

Теорема об изменении момента количества движения 

1. Момент количества движения мат. точки  относительно точки. Тео-

рема об изменении момента количества движения точки. 

2. Кинетический момент системы относительно центра, относительно 

оси. Теорема об изменении кинетического момента системы. Закон сохранения 

кинетического момента системы. 

Теорема об изменении кинетической энергии  

1. Кинетическая энергия точки. 

2. Работа силы. Мощность. 

3. Теорема об изменении кинетической энергии точки. 

4. Кинетическая энергия системы мат. точек при поступательном, 

вращательном и плоском движениях. 

5. Теорема об изменении кинетической энергии системы мат. точек. 
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Принцип Даламбера. Принцип возможных перемещений 

1. Сила инерции мат. точки. Принцип Даламбера для мат. точки и для 

системы мат. точек. 

2. Принцип возможных перемещений. Общее уравнение динамики. 

 

3.2.  Основные формулы 

1.  Второй закон  Ньютона (основное уравнение динамики точки): 

a


mF , 

где F


- сила, действующая на мат. точку; 

m - масса мат. точки; 

a


- ускорение движения мат. точки. 

2. Третий закон Ньютона. (Закон действия и противодействия): 

2,12,1 FF


. 

3. Четвертая аксиома динамики (основное уравнение динамики точки 

в случае действия на точку  системы сил): 
n

1i
iFm


a . 

4. Дифференциальное уравнение движения мат. точки: 

F
dt

rdm
2

2 
, 

где 
2

2

dt

rd


 =a


 – ускорение мат. точки. 

Дифференциальные уравнения движения мат. точки  в прямоугольных ко-

ординатах: 

x2

2

F
dt

xdm ;  y2

2

F
dt

yd
m ;  z2

2

F
dt

zdm , 

где xF ; yF ; zF  –   проекция вектора силы F


 на оси координат.  

xa
dt

dv

dt

xd x
2

2

;  
ya

dt

dv

dt

yd y

2

2

; 
za

dt
dv

dt

zd z
2

2

– проекции вектора ускорения 

a


 на оси координат (x, y, z). 

5. Первая задача динамики. 

По заданной массе m и уравнениям движения:  

x = f1(t),  у = f2(t),  z = f3(t), определить действующую силу F


 

Вторая задача динамики. 

По заданной массе m и силам, действующим на эту точку определить 

уравнения движения. 

6. Центр масс системы мат. точек (точка С). Координата точки С: 
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cr
n

1i

im
M

ri


, 

где 
n

1i
imM –масса системы (т.е. тела), 

ir


 – расстояние i-той точки от начала координат. 
В проекциях на оси координат: 

n

i

ii
c M

xm
x

1

; 
n

i

ii
c M

ym
y

1

; 
n

i

ii
c M

zm
z

1

 

7. Момент инерции J .  

Относительно точки: 
n

i
ii rmJ

1

2

0   

Относительно оси: 

(0z): 
n

i
iiz zmJ

1

2
 или )(

1

22n

i
iiiz yxmJ ; 

(0y): 
n

i
iiy ymJ

1

2
или )(

1

22n

i
iiiy zxmJ ; 

(0x): 
n

i
iix xmJ

1

2
 или )(

1

22n

i
iiix zymJ . 

Для сведения: 0J2 = xJ + yJ + zJ  

Момент инерции относительно произвольной оси (OZ), параллельной оси 

Сz,  проходящей через центр масс т.С.  
2

0 MdJJ Czz , 

где d – расстояние между осями OZ и CZ.  

 Моменты инерции: 

1) стержня относительно оси, проходящей  

а) через край стержня: 

,M
3

1 2

ozJ l
 

где  l – длина стержня; 

M – масса стержня 

 

 

б) через центр масс: 

2

Cz M
12
1J l  

 

Рис. 3.1 
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2) тонкого кольца или цилиндрической трубы радиуса R 

 

 
2

Cz RMJ , 

где M – масса кольца 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3) сплошного диска или цилиндра радиуса R 

 

 
2

Cz RM
2
1J , 

где M – масса диска 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Количество движения мат. точки: 

Vmq


 

Элементарный импульс силы F


: dtFds


 

 Полный импульс силы F


: 
t

0

dtFS


 

Количество движения системы мат. точек: 

CVMQ


, 

где M – масса системы (т.е. масса тела). 

CV


– скорость центра масс. 

Рис. 3.3 

Рис. 3.4 

Рис. 3.2 
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Теорема об изменении количества движения  мат. точки: 

дифференциальная форма: dtFVmd


)( ; конечная форма: SVmVm


0 . 

9. Кинетический мо-

мент мат. точки относительно 

центра т. 0. 

VmrVmMK


)(00 , 

где m – масса мат. точки с коор-

динатами A(x,y,z) . 

Теорема об изменении кинетиче-

ского момента: )(0
0 FM

dt

Kd 


–

производная по времени кинети-

ческого момента точки относи-

тельно центра т. 0 есть момент 

силы F


относительно этого же 

центра. 

Кинетический момент системы мат. точек: 
n

i

n

i
iiiii VmrVmMK

1 1
00 )(


 

Кинетический момент системы мат. точек тела относительно оси, напри-

мер 0Z. 

ωJK zz , 

где zJ  – момент инерции тела относительно оси 0Z. 

ω – угловая скорость относительно этой же оси. 

Теорема об изменении кинетического момента системы: 

0
0

dt
Kd

L


, 

где 0L


 – момент внешних сил относительно центра т. 0. 

Производная кинетического момента по времени относительно центра т.0 

есть момент внешних сил относительно этого же центра. 

Закон сохранения кинетического момента системы: 

constK0


. 

Если сумма моментов внешних сил относительно оси, например 0Z, равна 

нулю, то constzK


, т.е. 

constωJz . 

10. Кинетическая энергия мат. точки: 

2

2
mV . 

Кинетическая энергия системы мат. точек (тела): 
n

i
ciVmT

1

2

2
1 . 

Рис. 3.5 
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Кинетическая энергия поступательного движения (тела) 
n

i

cпост VT
1

2M
2

1
. 

Кинетическая энергия вращательного движения (тела) 

2

2

1
zвращ JT (относительно оси OZ). 

Кинетическая энергия плоского движения 

22

2

1

2

1
JMVTTT свращпост , 

где cJ  – момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс т. С.  

11. Элементарная работа силы – скалярная величина 

 

 

dsFdA , 

где F  – проекция силы F


на 

направление вектора скорости V


; 

 ds  – элементарное (бесконечно ма-

лое перемещение). 

 

 

Полная работа силы при перемеще-

нии из положения 0M  в положение 

M  

dsFA

M

M0

 или dtVFA

t

0


. 

Мощность – работа в единицу времени: 

dt
dAN  или cosVPN


. 

Теорема об изменении кинетической энергии точки: 

дифференциальная форма: dAmVd )
2

(
2

; 

  конечная форма: A
mVmV

22

2
0

2

. 

12. Принцип Даламбера для мат. точки: 

0


RF ,  

где R


– суммарная реакция связей 

F


– суммарная активная сила 

am


 – сила инерции мат. точки.  

Согласно принципу Даламбера: при движении мат. точки активные силы, 

силы реакций связей и сила инерции мат. точки образуют равновесную систему. 

Рис. 3.6 
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13. Принцип возможных перемещений: 
n

i

a

iA
1

0 , 

где − возможное перемещение, 
a

iA – работа активной силы, т.е. если 
n

i

a

iA
1

0 , то система находится в равновесии. 

Для равновесия системы мат. точек с идеальными связями необходимо и 

достаточно, чтобы сумма элементарных работ всех действующих на систему ак-

тивных сил на любом возможном перемещении системы была равна нулю. 

14. Общее уравнение динамики: 

0
11

n

i

u

i

n

i

a

i AA , 

где 
u
iA  – работа силы инерции. 

В случае движения системы мат. точек с идеальными связями сумма работ 

всех приложенных к системе активных сил и сил инерции, условно приложен-

ных ко всем точкам системы, на любом возможном перемещении равна нулю. 

3.3 Примеры решения задач 

3.3.1. Вторая задача динамики 

В этой задаче необходимо определить закон движения мат. точки, зная еѐ 

массу и силы , действующие на эту мат. точку. (В разделе кинематика была рас-

смотрена задача К-1, где по известным уравнениям движения точки: 

(t)fy č (t)fx 21  мы определили вид плоской кривой, т.е. траекторию движения 

мат. точки, еѐ скорость и ускорение. В определѐнном смысле вторая задача ди-

намики – обратная задаче К-1.  

Дано: Pm


;  

          Определить: (t)fx 1  

 (t)fy 2  

 (t)fz 3  

Общие рекомендации по решению второй задачи динамики. 

1. Выберем систему координат. Обычно начало координат совмещают 

с начальным положением точки, а положительные направления осей координат 

проводят в направлениях положительных проекций вектора скорости V


,т.е. в 

сторону движения мат. точки. 

2. На рисунке изобразим мат. точку, находящуюся в промежуточном 

положении. Изобразим все действующие на точку силы и реакции связей. 

3. Запишем начальные условия: 000 z ;y ;x  и z0y00 V ;V ;Vx  когда t=0 . 
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4. Спроектируем силы, действующие на мат. точку, на оси координат и 

составим уравнения движения. 

5. Проинтегрируем дважды уравнения движения, использовав началь-

ные условия, определим постоянные интегрирования: 654321 ;;;;; CCCCCC . 

6. Получим закон движения мат. точки и определим заданные в усло-

виях задачи величины. 

Задача №1 

Трамвай, идущий по горизонтальному пути со скоростью 10 м/с, останав-

ливают аварийным тормозом (из-за неожиданно возникшего препятствия). При 

этом общее сопротивление движению, развиваемое при торможении, составляет 

0,6 от веса трамвая. Определить, за какое время и на каком расстоянии трамвай 

остановится. 

Решение 

В этой задаче движение мат. точки (трамвая) происходит горизонтально и 

прямолинейно. Следовательно, направим ось x по направлению скорости 

(вправо, например). За начало координат т.0 примем положение трамвая в мо-

мент наступления торможения, а сам трамвай изобразим в некотором промежу-

точном положении между началом и концом торможения. Изобразим все дей-

ствующие силы. 

 

Начальные условия в момент t=0: 0м xсм10V 00 , . Сила веса трамвая 

gmG


 и реакция N


 проекций на ось x не дают. Следовательно, по направле-

нию движения 0x  действует одна  отрицательная сила mg6,0.сопрF . 

Запишем уравнение движения: 

mg
dt

xdm 6,0
2

2

. 

Сократив m массу в обеих частях уравнения и обозначив xa
dt

xd
2

2

 
,
 

получим gax 6,0 . 

Рис. 3.7 
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Т.к. 
dt

dV
a x

x   и приняв 
2см10g , получим 6

dt

dVx . 

Разделим
 
 переменные: .6dtdVx  

Проинтегрируем выражение: ,6 tdVd x  
получим:  

    16 CtVx                (а) 

 и определим С1: 

При сt 0 , 10xox VV м/с.  

Подставим в выражения (а) сt 0    и 10xoV м/с,  

Получим: 
10610 С ; отсюда 101C м/с, 

Окончательно выражение (а) примет вид общего закона движения трамвая 

для скорости:  

    106tVx        (1) 

Из выражения (1) можно сразу определить время торможения tt (т.к. в 

конце торможения, т.е. в момент остановки трамвая 0tx VV м/с) получим: 

,1060 tt   или ,106 tt  

66,1
6

10
tt  секунды. 

Продолжим: в уравнении (1)  
dt
dxVx ;  подставим:  

106t
dt

dx
 

Разделим переменные: dttdtdx 106  

Проинтегрируем:   tddttxd 106   

Получим: 2

2

10
2

6 Ct
t

x ,   или 2

2 103 Cttx   (в) 

определим 2С : 

При ;0t  00х м. Подставим эти значения в  (в) 

2010030
2

С , откуда 02С  

Окончательно закон движения трамвая 

    ttх 103 2
      (2) 

Выражение (2) и есть конкретный закон движения tfx 1  для случая 

торможения трамвая,  движущегося по горизонтальному прямому пути. 

Так,  как время до остановки уже известно ( 66,1tt с), подставив это зна-

чение tt в выражение (2), определим путь до остановки (тормозной путь трам-

вая) tx ; 

66,11066,13
2

tx  ; 
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6,1630,8tx ;  3,8tx м. 

Ответ: Трамвай остановится через 1,66 с  после начала торможения на 

расстоянии 8,3 м. (закон движения в этом случае: ttх 103 2
). 

Задача №2 

Тяжелая материальная точка (граната) М брошена под углом 
030  к 

горизонту со скоростью 20oV м/с из положения М0, находящеюся на высоте 

5h м над горизонтальной поверхностью. На протяжении всего полета грана-

ты в сторону движения  действует горизонтальная постоянная сила 5,7F Н. 

Вес гранаты 15G Н 

Определить: закон движения материальной точки (гранаты). Сопротивле-

нием воздуха пренебречь, принять  g  = 10 м/с
2
 

Решение 

Как и в предыдущей задаче выполним рекомендации: 

1. Начало координат т.0 поместим на горизонтальной оси ОХ. Точка в 

начальном положении будет находиться на высоте h выше начала координат на 

оси ОY. 

2. Изобразим все действующие на точку в промежуточный момент време-

ни силы ( ,F  G ). 

 

 

3. Точка M движется в плоскости ход по двум направлениям, т.е. вдоль оси 

ОХ и OY. Начальные условия, следовательно при  0t  (в момент броса-

ния): 00х м; 50 hy м; 4,1787,02030coscos
0

ooxo VVV м/c 

105,02030sinsin
0

ooyo VVV  м/с 

4. Уравнения движения: 

по оси ОХ     Fam x  

по оси OY  Gam y   

Рис. 3.8 
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Масса 5,1
10

15

g

G
m кг; подставим числовые значения, получим: 

по оси ОХ     5,75,1 xa ;   5ха  

по оси OY      155,1 ya ; 10уа  

а) Определяем закон движения вдоль оси ОХ: 

ха =5; т.к 
dt

dV
ŕ x
ő   , то 5

dt
dVx ; dtdVx 5 ; dtVd x 5

  

                                                      15 CtVx        (а) 

в момент 0t    4.17xoV  м/с, подставим эти значения в выражение (а)   

1054,17 C , тогда 4,171C м/с 

Закон движения для скорости вдоль оси ОХ 

                                                          
4,175 tVx                                    (1) 

Подставим в (1) 
dt
dxVx ;  4,175t

dt
dx ; dtdttdx 4,175 ; 

tddttxd 4,175 ; 

                                           
24,17

2
5

2

Cttx                                          (в) 

 в момент 0t , 0ox , подставим эти значения в выражения (в): 

2

2
04.1705,20 C ;  02C  

Поэтому закон движения вдоль оси ОХ: 

                                            4,175,2
2

tx                                               (2) 

б) Определим закон движения вдоль оси OY: 

10ya ; т.к. 
dt

dV
a

y
y , то 10

dt

dVy ; dtdVy 10  

dtdV
y

10 ;  

                                                310 CtVy                                                 (с) 

 в момент 0t ; 10yov м/с подставим в выражение (с): 

301010 С ; 103С  

Таким образом, закон движения вдоль оси OY для скорости: 

                                          
1010 tVy     

                                            (3) 

Т.к. 
dt

dy
Vy ; подставим в выражения (3): 

1010t
dt
dy

; dtdttdy 1010 ; 

dtdttdy 1010 ; 
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4

2

10
2

10 Ctty                                    (d) 

при 0t ; 5oy м подставим в выражения (d): 

4

2 010055 С ; 54С м 

Закон движения по вертикали вдоль оси OY: 

5105 2 tty   (4) 

Ответ: законы движения (t)fx 1  и (t)fy 2 , имеет вид:  

4,175,2 2tx ; .5105 2 tty  

Заметим, что с помощью выражений (1), (2), (3) и (4) можно определить 

время, дальность и высоту полета гранаты. 

Задача №3 

 Тело D массой m движется в течение времени t 

по вертикальному каналу АВ вниз без начальной 

скорости. 
 
В канале  движению тела D препят-

ствует постоянная сила Q . Достигнув точки   В  

тело переходит на  наклонный участок канала  

ВС  и движется по направлению оси Х. На 

участке ВС на тело действует некоторая попе-

речная сила F, проекция которой на оси Х равна 

xF ,и  сила трения трF .
 

Определить: закон движения тела D на участке ВС,  

т.е. )(tfх   

( 5m кг; 2,1t  сек; 20Q H; tFx 5cos3 ; 

2,0трf ) ускорения свободного падения при-

мем при расчетах равным 10g м/с 

 

Решение 

Предварительно необходимо определить начальные условия в момент 

прохождения телом положения В, т.е.: ОВх  и ОВV . Для это нужно составить урав-

нения движения на участке АВ и определить скорость тела в конце участка, т.е. в 

точке В. 

Начальные условия в точке А (в момент начала движения): 

 0t , ,0мхоA  0VоA м/с. 

Изобразим на рисунке участок движения АВ и тело D в промежуточном поло-

жении. Затем приложим  на схеме все действующие на тело силы: Q  – заданная 

сила сопротивления; gmG


        – все тела D.
  

Рис. 3.9 
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Составим уравнение движения в проекциях на оси 

Ау: Qmgmay  

разделим на массу  обе части уравнения и подставим 

значения: 
m

Q
у gа ; ;

5

20
10ya

 
.6ya
 

Т.к.
 

dt

dV
a

у

y
,  

то  
  .6

dt

dVy
  

Разделим переменные 

dtdVy 6
 

Проинтегрируем выражение: 

dtVd y 6  

16 CtVy                                          (а) 

 

 

В момент старта: 
0ot   0oAV . Подставим эти значения в выражения 

(а): 1060 С , откуда 01С . 

Получим: tVy 6 – уравнение движения на участке АВ (для скорости). 

Таким образом может теперь определить скорость тела D в любой момент 

времени его движения по трубе АВ, в том числе  и в конце движения, т.е. в точке 

В, подставим значение 2,1t  сек: 

 2,72,16yBV м/с 

2,7yBV м/с
 
– это и есть начальная скорость движения тела D на участке 

ВС, т.е. 2,7oByB VV  м/с 

Теперь можно составить уравнение движения на участке ВС (т.к. началь-

ные условия известны : 

0oBt сек; 0oBx м; 2,7oBV м/с.) 

Изобразим на рисунке наклонный канал  и 

тело D в промежуточном положении и приложим к 

нему все действующие силы : gmGFF ňđx ;;
 

Cилу веса необходимо разложить на
 
составляю-

щие на ось Х и нормаль n-n.
 
От составляющей по 

нормали, т.е. 
0

60cosmg  возникнет реакция N


. 

Эти две силы, тем не менее, на ось Х  проекции не 

дают (т.е. они равны нулю). Составим динамиче-

ское  уравнение движения тела D в проекциях на 

ось Х:
 

 

Рис. 3.10 

Рис. 3.10 

Рис. 3.11 
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х

o

тр

o

x Fmgfmgma 60cos60sin .
 

o

тртртр mgfNfF 60cos и сила трения всегда отрицательна. Сократим 

(разделим) на массу m; подставим также численные значения величин. 

)5cos(
5
35,0102,087,010 tax  

)cos(6,017,8 tax  

Окончательно: )5cos(6,07,7 tax  

т.к. 
dt

dV
a x

x ;            то   )5cos(6,07,7 t
dt

dVx  

разделим переменные: dttdtdVx )5cos(6,07,7  

Проинтегрируем: dttscodtdVx )5(6,07,7  

25
1)5sin(6,07.7 CttVx , или  

                                            2)5sin(12,07,7 CttVx                               (а) 

В выражение (б), подставим значения (начальные условия) 0oBt ; 

2,7oBV  

2)05sin(12,007,72,7 C , откуда 2,72C м/с 

Окончательно:  

2,7)5sin(12,07,7 ttVx   (1) – уравнения движения (для скорости)  (1) 

Далее: т.к. 
dt
dxVx ; то 

2,7)5sin(12,07,7 tt
dt
dx

 

Разделяем переменные:  

dtdttdttdx 2,7)5sin(12,07,7  

Проинтегрируем выражения:  

dtdttdttdx 2,7)5(sin12,07,7  

    
2

2

2,7
5
1))5cos((12,0

2
7,7 Ctttx     (с) 

Подставим начальные условия:   0oBt ;   0oBx  

2

2
02,7)05cos(024,0085,30 C  

2
1024,00 C   откуда 024,02C   

Окончательно:  

    024,0)5cos(024,02,785,3
2

tttx      (2) 

Ответ:  

уравнение движения на участке ВС, т.е. )(tfх , имеет вид:  

024,0)5cos(024,02,7
2

85,3 tttx
 

Рис. 3.11 



 62 

Контрольное задание Д-1 

 

Тело D массой m движется по изогнутой трубе АВС. Участок АВ горизон-

тальный или наклонный ( 60
о
); участок ВС наклонен к горизонту  под углом 

30
о
. В точке А  тело D получает  начальную скорость oAo VV . 

На участке АВ на тело действуют кроме силы тяжести, постоянная сила Q  

и сила трения трF . Далее тело Д переходит на участок ВС, где на него также 

действует сила трения  трF , сила тяжести gmG ; сила F  – переменная сила, 

проекция которой на оси x xF  задана в таблице Д-1. 

Считая тело D материальной точкой,  определить закон движения тела D 

на участке ВС, т.е. ).(tfx  

Ниже приводятся десять схем движения и таблица Д-1, в котором m –

масса тела D; oAV  - начальная скорость тела D в точке А (в момент начала дви-

жения); Q   – сила на участке АВ; t – время прохождения телом D  участка АВ; 

xF   проекция силы F  на ось x  на участке ВС.        

 

 

 

 

 

 

Рис. Д-1.0 

Рис. Д-1.1 

Рис. Д-1.2 Рис. Д-1.3 
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Таблица Д - 1 

Номер условия m, кг oAV , м/с Q, Н t, c xF , Н 

0 2 20 5 1 2sin(4t) 

1 8 10 15 2 3cos(2t) 
2 3 18 20 3 4sin(5t) 
3 5 22 25 4 8cos(3t) 
4 4 16 40 5 9t

2 

5 7 14 10 6 6t 
6 9 8 6 7 sin(4t) 

7 1,5 5 8 8 2t 

8 6 12 14 9 3t
2 

9 9 15 18 10 cos(6t) 

Рис. Д-1.4 
Рис. Д-1.5 

Рис. Д-1.6 Рис. Д-1.7 

Рис. Д-1.8 Рис. Д-1.9 
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3.3.2. Теорема об изменении кинетической энергии механической системы 

Задача №2         

Механическая система состоит из цилиндрического катка 1, ступенчатого 

шкива 2 и груза 3.  

Под действием силы SfF  (сила зависит от перемещения S-точки при-

ложения силы F ) система приходит в действие из состояния покоя. 

Тела 1 и 3 соединены через шкив двумя нитями, намотанными на шкив. 

Шкив ступенчатый. Масса шкива равномерно распределена на его внешнем 

ободе ( 2R ). Шкив создает постоянный момент 2M  сопротивления вращения, 

коэффициент трении груза о поверхность, по которой он движется 2,0трf  

                        Дано: 

                          кг;121m кг22m  

                         кг83m  

                        м2,0r м;3,0 22R  

                        5,02M                     

                        )21(20 SF ; м3,01S  

                                                   

                                                 Определить скорость движения груза 3, т.е 3V  

                .
1

n

i

e

io ATT         (1) 

Теорема в данном случае гово-

рит о том, что сумма кинетиче-

ских энергий всех тел переме-

щающейся системы равна сум-

ме работ всех внешних, дей-

ствующих на систему, сил на  

соответствующих перемещени-

ях тел системы.  

Тот параметр движения, 

который необходимо опреде-

лить (например 1cV ; 321 ;; cс V ) 

нужно включить в левую часть формулы, выразив его через все остальные. В 

правой части необходимо выразить все перемещения через 1S . 

1C

2R 2r

F
60,0°

30,0°

1

2

o

3

Рис. 3.12 

Рис. 3.13 
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Решение 

Изобразим систему и прило-

жим к ней все действующие 

внешние силы: активные си-

лы 321 ,,, GGGF , постоянно 

действующий момент сопро-

тивления (торможения 2M ), 

реакции 321 ,,N NN  и силы 

трения 31  и , TPTP FF . Нити счи-

таем невесомыми, нерастя-

жимыми, идеально гибкими 

и параллельными поверхно-

стям движения. Силы тяжести 1G и 3G сразу разложим на нормальные и каса-

тельные составляющие (именно : 60sin1gm  и 30sin3gm  производят работу на 

своих перемещениях). В начальный момент система находится в покое, следова-

тельно, еѐ кинетическая энергия в этот момент равна нулю: .00Т  

Кинетическая энергия движущейся системы равна сумме кинетических 

энергий всех тел этой системы: 

 
.321 ТТТТ
        (2) 

Тело 1 движется плоско (плоскопараллельно), то есть его кинетическая 

энергия: 
2

11

2

111
2

1

2

1
CC JVmT ,  

где 1cV  – скорость центра момента цилиндрического катка;  

1cJ  – момент инерции катка относительно оси, проходящей через центр масс – т. С; 

1  – угловая скорость вращения катка относительно оси проходящей через т. С  

Шкив 2 вращается постоянно относительно неподвижности в центре точ-

ки О, то есть кинетическая энергия : 
2

222
2

1
JT , 

где 2J  – момент инерции шкива относительно оси, проходящую через точку О, 

2  – угловая скорость шкива относительно оси, проходящая через точку О.  

Груз 3 движется поступательно, то есть его кинетическая энергия: 

2

333
2

1
VmT , 

где 3V - искомая скорость груза 3. 

Все скорости выражаем через искомую 3V , то есть 223 rV , следова-

тельно: 
2

3

2
r

V
. Так как 

2

2
3221 r

R
VRVC , а точка 1K - мгновенный центр для 

Рис. 3.14 

Рис. 3.14 

N2 
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тела 1, то 111111 rCKVC , следовательно 
1

2

2

3

1

2
2

1

1

1
r

R

r

V

r

R

r

VC
  

Моменты инерции: сплошного цилиндрического катка: 
2

111 5,0 rmJC   

шкива с периферийной массой: 
2

222 RmJ . Все подставляем в выражение (2) 

2

332

2

2

32

222

2

2

1

2

22

3

2

112

2

2

22

31
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
Vm

r

V
Rm

rr

R
Vrm

r

R
VmT  

2

32

2

2

2
2

332

2

2

2
22

2

2

2
1 8

2

1

2,0

3,0
2

2

1

2,0

3,0
12

4

3

2

1

2

1

4

3
VVm

r

R
m

r

R
m  

2

3

2

3 25,26425,225,9 VV  

Далее определим сумму работ всех действующих внешних сил на соот-

ветствующих перемещениях тел системы. 

Реакции 321 ;; NNN , а также ;60cosg1m  gmG 22 ; 30cos3 gm  на 

направлениях перемещений имеют проекции равные нулю, поэтому работ не 

совершают.  

ТР1F - приложенная точке 1К  не производит работы, так как точка 1К  

мгновенный центр скоростей и тело 1 катится по наклонной плоскости без 

скольжения, то есть без сопротивления. 

Положительные работы производит:  

1) Сила F  на перемещение 1S , то есть инициирующая движение всей системы сила: 

Нм24033202020202120 22

11

2

11

1

0

1

0

SSSSdsSdsFFA

SS

, и 

2) Сила 60sin1 gm  (скатывающая составляющая 1G ) на перемещение 1S : 

Нм2,313387,0101260sin 111 SgmGA . 

Отрицательные работы производят: 

3) Тормозной момент шкива 2 дает отрицательную работу: 

Нм5,0
3,0

3
5,0

2

1
2222

R

S
MMMA (по известной формуле : длинна 

дуги окружности S равна произведению RS  , где  - угол в радианах, поэто-

му 221 RS , то есть 
2

1
2

R

S
); 

4) Сила 30sin3 gm  (скатывающая составляющая 3G  ) на перемещение 3S  да-

ет отрицательную работу, так как направлена против движения системы : 

1
2

2
3223333 30sin30sin30sin S

R
r

gmrgmSgmGA  
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Нм803
3,0

2,0
5,0108 (так как 

2

1
2

R

S
, а шкив – цельная деталь, то 

радиус 2r  повернется на тот же угол 2 ; следовательно дуга на радиусе 
2r  равна 

2

12
223

R

Sr
rS ); 

5) Сила ТР3F  создает отрицательную работу (работу силы сопротивления) на 

том же перемещении 3S :  

Нм8,273
3,0

2,0
87,01082,030cos 33ТРТР3 SgmfFA  

Сумма работ всех сил : 
n

i

e

iA
1

Нм4,4408,278052,313240  

Окончательно из выражения : 

n

i

e

iAT
1

,  то есть  4,44025,26 2

3V  определим 

искомый параметр 3V :  смV 1,4
25,26

4,440
3

 
Ответ: скорость движения груза 3: 

сV м1,43 . 

Контрольное задание Д-2 

Механическая система состоит из сплошного катка, ступенчатого шкива 2 

и груза соединенных в единую систему тел с помощью невесомых нитей, намо-

танных на ручьи шкива 2.  

Из положения равновесия систему выводит сила F . Определить один из 

кинетических параметров движения системы, когда система под действием си-

лы F  передвинулась на расстояние 1S  (соответствующую перемещению тела 1) 

2,0ТРf ; м3,02R ; м2,02r                                              

Таблица Д-2 

Номер 

условия 
кг1m  кг2m  кг3m  Нм2M  SfF  м1S  Найти 

0 2 0.5 1.2 0.1 50(2+3S) 0.5 3V  

1 4 1.5 3.2 0.2 50(3+2S) 0.8 1V  

2 6 3 4.0 0.3 20(3+2S) 1.0 2  

3 8 2.5 5.0 0.4 20(2+3S) 1.2 1  

4 10 1.0 8.0 0.5 30(5+4S) 0.6 2  

5 3 0.25 2.0 0.6 30(4+5S) 0.7 3V  

6 5 0.75 3.0 0.7 15(1+3S) 0.9 1V  

7 9 0.8 6.0 0.8 15(3+S) 1.2 2  

8 12 2.4 7.5 0.9 40(4+6S) 2.0 3V  

9 15 1.8 10 1.0 40(6+5S) 2.5 1V  
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Рис. Д-2.0 Рис. Д-2.1 

Рис. Д-2.2 Рис. Д-2.3 

Рис. Д-2.4 Рис. Д-2.5 
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Д-2.6 Д-2.7 

Рис. Д-2.8 Рис. Д-2.9 
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3.3.3. Принцип Даламбера 

Задача №3 

Невесомый вал вращается с постоянной угловой скоростью . В точке О к 

валу прикреплен жестко стержень ОД 

длинной 1l  массой 1m , под углом 30  

к оси вала. На расстоянии 10,75lОК  к 

стержню прикреплен груз К массой 2m . 

Определить реакции подпятника А 

и подшипника В. 

Дано : 

м5,01b  ; м12b ; 

м8,01l  ; 30 ; 

кгm 21  ; кгm 52 ; 

с1  8   Определить AR  и BR  

 

 

Решение 

К вращающейся системе (вал, 

стержень, груз) применим принцип 

Даламбера, согласно которому внеш-

ние силы, реакции и силы инерции об-

разуют уравновешенную систему сил. 

Рассмотрим систему тел в плос-

кости xAy  (обозначим оси координат) 

и приложим (изобразим) все силы дей-

ствующие на систему:  

реакции BR ; AxR ; AyR ;  

внешние силы :  

gmG 11  ; gmG 22  , и силы инер-

ции стержня 1uF  и груза 2uF . 

 

 

 

 

 

2b

1b

А

В

О

D

AxR

AyR

BR

1H

1uF

1G

2G

2H

2uF

Kh

К

30,0°

H
С

Сh

X

Y

Рис. 3.15 

Рис. 3.16 Рис. 3.16 

Рис. 3.16 



 71 

Для определения сил инерции стержня и груза определим ускорения их 

центров масс точек С и К. Так как вращение вала равномерное ( const), то 

ускорения равны центростремительным, то есть нормальным составляющим 

ускорения chc ha 2
; khk ha 2

 , м2,05,08,05,030sin5,0 1lhc  (центр 

масс стержня лежит в середине его длинны l ) 
222 м8,122,08 сha chc  

м3,05,08,075,030sin75,0 1lhK ;     

 
222 см2,195,08khk ha     

Векторы сил 1uF  и 2uF  направлены в противоположную сторону направ-

лениям hca  и hka  , то есть вправо от оси Ay (на чертеже). 

Поскольку эпюра изменения 1uF  изменится от нуля в точке О до max в 

точке Д линейно (по треугольнику), то точка приложения силы 1uF  находится на 

линии центра тяжести этой фигуры, то есть на расстоянии HH
3

2
1 ;  

0,7мм696,087,08,030cos1lH ;  

м46,0696,066,01H  

м52,087,08,075,030cos75,0 12 lН  

HamF hcu 6,258,12211  

HamF hku 962,19522      

Для полученной плоской системы сил составим три уравнения равнове-

сия: 

0
1

n

i

ixF ,            .021 uuAXB FFRR
        (1) 

0
1

n

i

iyF ,            .021 GGRAY         (2) 

0
1

n

i

iB FM ,    .02221212121 HbFHbFhGhGbbR uuKCAX   (3) 

 

Из (2) уравнения получим : 21 GGRAY ;      HRAY 70105102 , 

так как   HgmG 2010211 , .5010522 HgmG  

из (3) уравнения получим :  
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21

22212121

bb

HbFHbFhGhG
R uuKC

AX  

HRAX 3,27
0,15,0

52,019646,016,253,0502,020
 

Подставив HRAX 3,27  в выражение (1), определим: 

21 uuAXB FFRR  

HRB 3,946,25963,27 . 

Знак минус свидетельствует об обратном направлении вектора AXR


 и BR , 

по сравнению с указанным на чертеже. 

Ответ:    

.70

;3,27

;3,94

HR

HR

HR

AY

AX

B

 

 

Контрольное задание Д-3 
 

Вертикальный невесомый вал вращается с постоянной угловой  скоростью 

с1 5 .Вал имеет две опоры: подпятник А и цилиндрический подшипник В. К 

валу жестко прикреплен невесомый стержень 1 длинной  м6,01l  с сосредото-

ченной массой кг61m  на его конце, а так же однородный стержень 2 длинной  

м8,02l  с массой  кг82m . Пренебрегая весом вала и считая  м3,0b , опре-

делить реакции опор: подпятника А и шарнира В. 

 

 

 

 
 

Рис. Д-3.0 Рис. Д-3.1 Рис. Д-3.2 
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Рис. Д-3.3 Рис. Д-3.4 Рис. Д-3.5 

Рис. Д-3.6 Рис. Д-3.8 Рис. Д-3.7 
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         Таблица Д-3 

Номер 

условия 
  Номер 

условия 
  

0 30  30  5 60  60  

1 30  45  6 45  45  

2 30  60  7 90  60  

3 45  90  8 45  30  

4 60  45  9 90  30  

 

В заключение отметим, что данное методическое пособие разработано с 

целью оказании помощи студентам-заочникам при самостоятельном изучении 

теоретической механики. Предлагаемые примеры решения задач и семь кон-

трольных заданий отражают только небольшую (необходимую) часть огромного 

разнообразия задач теоретической механики. Ознакомиться с более широким 

кругом этих задач можно, обратившись, например, к методическим указаниям 

для студентов-заочников под редакцией С.М. Тарга (1984; 1989 гг.) и к задачни-

кам по теоретической механике. 

 

Рис. Д-3-9 
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