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ВВЕДЕНИЕ

Дисциплина «Математическая логика и теория алгоритмов» является естественнонаучной дисциплиной, предусмотренной государственным образовательным стандартом.

Наличие данного курса определяются той ролью, которую играет математическая логика в современных математике и информатике. В первую очередь очевидно большое значение, которое имеет математическая логика в основаниях математики. Строгое, математически точное построение логических исчислений, решение проблемы дедукции, аксиоматические системы и доказательство теорем в их рамках прививают студентам навыки работы с математическими объектами, математическую строгость мышления, совершенно необходимую для исследовательской работы в области математики и других точных наук. В то же время быстрое развитие вычислительной техники способствует расширению как круга задач, решаемых с помощью математической логики, так и методов, применяемых для их решения. Это в первую очередь относится к задачам искусственного интеллекта, решение которых немыслимо без привлечения методов математической логики. Сказанное в полной мере относится и к теории алгоритмов, тесно связанной с математической логикой. Таким образом, знание основ математической логики и теории алгоритмов совершенно необходимо студентам данной специальности. 

В связи с быстрым развитием методов и средств логического программирования и фундаментальным значением, которое приобретает математическая логика для дальнейшего развития информатики в целом, большое внимание уделено тем аспектам, которые особенно актуальны для информатики. Этим объясняется включение в курс метода резолюций, который лежит в основе логического программирования - относительно нового направления в программировании, с помощью которого решается большинство задач искусственного интеллекта. 

Последний раздел курса посвящен теории алгоритмов. Здесь рассматривается лишь один класс алгоритмов - машины Тьюринга как общего вида, так и наиболее важные их подклассы. 
Место дисциплины в учебном процессе.

Дисциплина «Математическая логика и теория алгоритмов» входит в состав дисциплин непрерывной подготовки студентов в области «информатики». Она является не только фундаментом кибернетики, но и важным звеном математического образования.

Цель преподавания дисциплины.

Цели и задачи данного курса определяются той ролью, которую играет математическая логика в современных математике и информатике.

Главной целью настоящего курса следует считать изучение студентами основ математической логики и теории алгоритмов, а также приобретение необходимых навыков работы с информационными, логическими и алгоритмическими объектами, которые рассматриваются в курсе.

Задачи преподавания дисциплины.
В число основных задач курса следует включить: 

1. Знакомство с основными методами логических рассуждений - дедукцией, индукцией, аналогией. Рассмотрение методов решения задач логического характера. 

2. Изучение классических логических исчислений - исчисления высказываний, исчисления предикатов. 

3. Освоение метода резолюций как основного метода решения проблемы дедукции в исчислениях высказываний и предикатов. 

4. Знакомство с основами логического программирования. 

5. Изучение основных свойств аксиоматических систем и ознакомление с методами формальных доказательств в рамках этих систем. 

6. Изучения ряда неклассических логик

7. Знакомство с рекурсивными функциями

8. Изучение машин Тьюринга и разработанных на ее основе важнейших классов алгоритмов.

Требования к знаниям студентов.

В результате изучения дисциплины студенты должны знать:

· Место математической логики среди других математических дисциплин; задачи, решаемые в рамках математической логики. 

· Определение исчисления высказываний (ИВ) и основных понятий этого исчисления. 

· Методы преобразования произвольных формул ИВ в дизъюнктивные и конъюнктивные нормальные формы. 

· Метод резолюций для ИВ 

· Определение исчисления предикатов (ИП) и основных понятий этого исчисления. 

· Способ реобразования произвольных формул ИП в клаузальные формы. 

· Метод резолюций для ИП и его роль в решении проблемы дедукции. 

· Понятия нечетких множеств, нечеткой логики. Основные понятия модальной и темпоральной логики.

· Понятие о логическом программировании. 

· Определение, свойства аксиоматических систем и приемы работы с ними. 

· Понятие рекурсивных функций.

· Определение и классы машин Тьюринга и их роль в теории алгоритмов. 

Студенты должны уметь: 

· Выполнять преобразования логических формул с использованием схем тождественных преобразований. 

· Проводить исследование логических формул для доказательства их свойств. 

· Применять метод резолюций для решения проблемы дедукции в ИВ и ИП. 

· Проводить доказательства в рамках аксиоматических систем. 

· Использовать рекурсивные функции

· Решать задачи на нечетки е множества

· Формулировать и решать задачи, пользуясь соответствующими классами машин Тьюринга. 

По остальным вопросам программы необходимо иметь общее представление и уметь пользоваться литературой.

Изучение дисциплины предполагает применение следующих методов изучения дисциплины: анализ литературы и источников, ознакомление с теоретическим материалом. Используются следующие формы занятий: лекции и практические занятия и самостоятельное изучение литературы.

Итоговая форма контроля: экзамен. Учебным планом предполагается написание контрольной работы.
 § 1 Основы математической логики.

Математическая логика - это формальная система, носителем которой являются символы и последовательности символов формального языка, а множество операций используется для формирования и вывода новых суждений формального языка. Между символами нет иных связей и отношений, кроме тех, которые описаны средствами самой формальной системы.

Выделяют несколько типов формальных систем: логика высказываний и логика предикатов, логика отношений и нечеткая логика и др.

Логика высказываний (prepositional calculus) есть модель формальной системы, предметом которой являются повествовательные предложения, взятые целиком без учета их внутренней структуры. 

Логика предикатов (predicate calculus)    есть формальная сис​тема, предметом которой являются предложения с учетом их внутренних состава и струк​туры.

Логика отношений (relation calculus) есть формальная система, предметом кото​рой являются отношения в виде множества однородных предложений, существенно расширяющие логику предикатов. Чаще эту логику называют реляционной.

Логика нечеткая (fuzzi calculus) есть формальная система, предметом кото​рой являются предложения при нечетком задании характер​ных признаков отдельных составляющих элементов или отношений между ними.

§2 Рассуждения

2.1 Справочные сведения

Правила вывода новых высказываний, основанные на аксиомах и отноше​ниях между высказываниями, формируют исчисление высказываний. Высказывания, из которых делают вывод новых высказываний, называют посылками, а получаемое высказывание – заключением.
Рассуждение – процесс получения новых знаний из имеющихся.

Структура рассуждения:

1. посылки (гипотезы), обозначаемые P1, P2, …Pn – исходные высказывания, факты

2. Заключение (следствие), обозначаемое Q – получаемое/выводимое высказывание

Тот факт, что заключение Q выводимо из посылок P1, P2, …Pn, обозначается 

P1, P2, …Pn ├ Q.

Основной задачей логики является отделение правильных способов рассуждения (выводов, умозаключений) от неправильных.
Умозаключение называется правильным, если всякий раз, когда истинны посылки, истинно и заключение.

Теорема (основная теорема о рассуждениях)

P1, P2, …Pn ├ Q тогда и только тогда, когда формула P1( P2( …(Pn ( Q является логическим законом.

2.2. Алгоритмы проверки правильности рассуждения:

1. По определению.

Суть метода: строим таблицы истинности для посылок P1, P2, …Pn и рассуждения Q. Если на всех наборах, где  (P1(=( P2(= …=(Pn(= «ИСТИНА», (Q (= «ИСТИНА», то рассуждение правильно.
2. По основной теореме о рассуждениях.

Строим формулу P1( P2( …(Pn ( Q. Проверяем, является ли построенная формула тождественно истинной (либо используя таблицу истинности, либо 13 основных равносильностей).
3. Метод от противного:

Суть метода: из посылок и заключении строится формула вида: 

P1( P2( …(Pn ( 
[image: image1.wmf]Q


Формула упрощается  с использованием формул равносильности. Если в результате упрощения получился ответ «ЛОЖЬ», значит заключение истинно и рассуждение правильное
4. Метод редукции

Разновидность метода от противного. Применяется только к формулам, содержащим знак Импликация (().

Суть метода: Дана формула F=A(B
Предположим обратное: (F(= «ЛОЖЬ», т.е. (A(B(= «ЛОЖЬ». По определению импликации получим, что (А(= «ИСТИНА», (В(= «ЛОЖЬ».

Используя определения логических связок, последовательно получим значения всех входящих высказываний. Если в процессе решения, мы пришли к противоречию, это доказывает то, что предположение не верно, то есть (F(= «ИСТИНА». 

5. Метод резолюций. Сводится к построению дерева резольвент. 

     Резольвента – это логический вывод, который может применяться к двум элементарным дизъюнкциям, содержащим противоположные или инверсные переменные. При его применении противоположные переменные уничтожаются, например:

Из пары элементарных дизъюнкций 
[image: image2.wmf]b
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 и 
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 резольвентой будет 
[image: image4.wmf]c

a

Ú

. Аналогично: (до черты – исходные дизъюнкты, под чертой - резольвента)
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                     или            
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Алгоритм метода резолюций: 

1) Посылки представить в виде конъюнкции элементарных дизъюнкций.

2) Найти отрицание заключения и привести к виду п.1.

3) Составить дерево резольвент: все элементарные дизъюнкции представить в виде отдельной ветви дерева резольвент

4) Попарно группирую «ветви» получить резольвенты

5) Если на каком-либо шаге получили значение ЛОЖЬ, это и будет означать, что 
[image: image7.wmf]=

Q

ЛОЖЬ, следовательно 
[image: image8.wmf]=

Q

ИСТИНА и заключение сделано верно.
Пример 2.2.1. Доказать правильность рассуждения всеми способами.

Если данное число делится на 6, то оно делится на 3. 
Данное число не делится на 3. 

________________________________
Данное число не делится на 6. 
Решение

Данное рассуждение представлено в виде схемы, где над чертой указаны посылки, под чертой – заключение.

1. Формализуем входящие высказывания:

P1: Если данное число делится на 6, то оно делится на 3.

Очевидно, в качестве логической связки использована импликация (если…, то… ).

Кроме того, содержит два элементарных высказывания:

«Данное  число делится на 6» - обозначим а;

«данное число делится на 3» - обозначим b;

Тогда формула первой посылки: P1: а( b
Аналогично рассуждая, получим формулы для остальных высказываний:

P2: 
[image: image9.wmf]b


Q: 
[image: image10.wmf]a


Тогда структурно рассуждение можно записать:

а( b

[image: image11.wmf]b


_______


[image: image12.wmf]a


2. Докажем правильность вывода по определению

построим таблицу истинности для P1, P2, Q
	№ набора
	а
	b
	а( b

	
[image: image13.wmf]b


	
[image: image14.wmf]a



	1
	И
	И
	И
	Л
	Л

	2
	И
	Л
	Л
	И
	Л

	3
	Л
	И
	И
	Л
	И


	4
	Л
	Л
	И
	И
	И

	
	
	
	P1
	P2
	Q


Очевидно, что на наборе 4 обе посылки принимают значение «ИСТИНА»:  (P1 (=(P2 (=И, и (Q(=И на наборе 4. Согласно определению правильного рассуждения, данное рассуждение является правильным.

3. Докажем правильность вывода по основной теореме о рассуждениях:

построим формулу вида P1( P2 ( Q, подставим формулы, получим:

(
[image: image15.wmf]a

b

b

a

Þ

Ù

Þ

)


Проверим, является ли построенная формула тождественно истинной. Построим таблицу истинности

	а
	b
	
[image: image16.wmf]a
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	a(b
	(
[image: image18.wmf]b
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 Формула является тождественно истинной, следовательно по теореме заключение вы водимо из посылок, т.е. рассуждение правильно.

4.  Докажем правильность рассуждения методом от противного:

построим формулу вида P1( P2 ( 
[image: image20.wmf]Q

, то есть:

(
[image: image21.wmf]a

b

b

a

Ù

Ù

Þ

)

=

Упростим формулу, используя формулы равносильности: по закону исключения импликации и закону двойного отрицания, получим:

=(
[image: image22.wmf]a

b

b

a

Ù

Ù

Ú

)

=используем закон дистрибутивности, раскроем скобки:

=
[image: image23.wmf]a
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=по закону противоречия

=Л(Л=Л

Получили противоречие. Вывод (Q(=И

5. Докажем правильность вывода методом редукции:

От противного, предположим, что (F(=((
[image: image24.wmf]a
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(*) тогда по определению импликации, получим:

	1.((
[image: image25.wmf]b
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(=И


	2.(
[image: image26.wmf]a
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Из правой части очевидно, что по Опр. отрицания

(
[image: image27.wmf]a
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	По определению конъюнкции, получаем:

3.((
[image: image28.wmf])
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По опр. 




отрицания:





(b(=Л

Подставим найденные значения переменных 
[image: image30.wmf]a

 и  b в равенство 3:

(Л(И(=И по записанному, 

но по определению импликации слева получим значение Л, т.е. равенство вида:

Л=И       

Получили противоречие
	


Данное противоречие говорит о том, что предположение (*) не верно, следовательно 

(F(=((
[image: image31.wmf]a
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(=И и умозаключение сделано правильно.

6. Докажем рассуждение методом резолюций

a. Посылки представить в виде конъюнкции элементарных дизъюнкций:

P1: а( b
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º

 - первая элементарная дизъюнкция
P2: 
[image: image33.wmf]b

 - вторая элементарная дизъюнкция, не требует упрощений.

b. Найти отрицание заключения и привести к виду п.1.

Q: 
[image: image34.wmf]a

, 
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]a
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 -третья элементарная дизъюнкция
c. Составить дерево резольвент: все элементарные дизъюнкции представить в виде отдельной ветви дерева резольвент
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а
d. Попарно группирую «ветви» получить резольвенты

[image: image39.png]1
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e. Если на каком-либо шаге получили значение ЛОЖЬ, это и будет означать, что 
[image: image40.wmf]=
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ЛОЖЬ, следовательно 
[image: image41.wmf]=
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ИСТИНА и заключение сделано верно.
Пример 2.2.2: Дано суждение "или верно, что Петр поступил в университет (А), и при этом неверно, что Петр не поступил и Андрей не поступил, или Петр поступил и Семен поступил (С), или даже Петр поступил и Семен поступил, и Андрей поступил (В)"[2].

Формула сложного высказывания имеет вид:


А((((A((В)(А(С(А(В(С;

· преобразовать, используя закон де Моргана:


А( (А(В)(А(С(А(В(С;

· применить закон идемпотентности:


А( (А(В)(A(А(С(А(В(С;

· применить закон дистрибутивности по переменной А:


А(((А(В)( А(С(В(С);

· применить закон дистрибутивности по переменной С:


А(((А(В)( С((А(В));

· ввести константу "и":


А(((А(В)(”и”( С((А(В));

· применить закон дистрибутивности для подформулы (А(В): 



А((А(В)((“и”(С);

· удалить (“и”(С):


А((А(В);

· применить закон поглощения:


А.

Следовательно, в данном высказывании утверждается только то, что Петр поступил в университет, а об Андрее и Семене никакой информации нет.


Пример2.2.3: Шесть школьников - Андрей, Борис, Григорий, Дмитрий, Евгений и Семен - участвовали в олимпиаде. Двое из них решили все задачи. На вопрос, кто решил все задачи, последовали ответы:1) Андрей и Дмитрий; 2) Борис и Евгений; 3) Евгений и Андрей; 4)Борис и Григорий; 5) Семен и Андрей. В четырех из этих ответов одна часть неверна, другая верна. В одном - обе части неверны. Кто решил все задачи?[2]
Введем обозначения:

A:= Андрей решил все задачи, Б:= Борис решил все задачи,

Г:= Григорий решил все задачи, Д:= Дмитрий решил все задачи,

Е:= Евгений решил все задачи, С:= Семен решил все задачи.

Так как в одном из ответов обе части неверны, а в остальных - одна, то необходимо составить пять формул, отражающих пять различных высказываний:

(A((Д(((Б(Е(Б((Е)(((Е(А(Е((А)(((Б(Г(Б((Г)( 

((С(А(С((А);

(Б((Е(((А(Д(А((Д) ( ((Е(А(Е((А)(((Б(Г(Б((Г)(
((С(А(С((А);

(Е((А(((А(Д(А((Д)(((Б(Е(Б((Е)(((Б(Г(Б((Г)(
((С(А(С((А);

(Б((Г( ((А(Д(А((Д)(((Б(Е(Б((Е)(((Е(А(Е((А)(
((С(А(С((А);

(С((А(((А(Д(А((Д)(((Б(Е(Б((Е)(((Е(А(Е((А)(
((Б(Г(Б((Г).

Если (A=и и (Д=и, то первая формула может быть записана так: (A((Д(((Б(Е(Б((Е)(Е((А(((Б(Г(Б((Г)(С((А, т.к. член (Е(А=0.

Если (Б=и и (Е=и, то вторая формула может быть записана так: (Б((Е(((А(Д(А((Д)((Е(А((Б(Г(((С(А(С((А), т.к. члены Е((А=0 и Б((Г=0.

Если (Е=и и (А=и, то третья формула может быть записана так: (Е((А((А(Д(Б((Е(((Б(Г(Б((Г)(С((А, т.к. члены А((Д=0, (Б(Е=0, и (С(А=0.

Если допустить, что (Б=и и (Г=и, то четвертая формула может быть записана так:(Б((Г(((А(Д(А((Д)((Б(Е(((Е(А(Е((А)(((С(А(С((А), т.к. член Б((Е=0.


Если (С=и и (А=и, то пятая формула может быть записана так:(С((А((А(Д(((Б(Е(Б((Е)( Е((А(((Б(Г(Б((Г), т.к. член А((Д=0.

Применив законы дистрибутивности, идемпотентности и поглощения эти формулы можно упростить так:



(A((Д((Б(Е(Г(С;


(Б ((Е((Д((С(А(Г;


(Е((А((Г(Д(С(Б;


(Б((Г((А(Д(Е(С;


(С((А((Б(Д(Е(Г.

По условиям задачи только два участника решили все задачи. Поэтому формулы, содержащие по три пропозициональных переменных без отрицания, не отвечают поставленным условиям, а одна, содержащая только две переменных без отрицания, отвечает условиям задачи. Это -  (Б((Е((Д((С(А(Г. 

Следовательно, все задачи на олимпиаде решили Андрей (А) и Григорий (Г).
§ 3 ЛОГИКА ПРЕДИКАТОВ

3.1. Основные понятия
Если объект высказывания, т.е. о чем говорится в предложении, не определен, то это предложение называют высказывательной функцией. Аргументами высказывательной функции являются предметные переменные, которые обозначают строчными буквами латинского алфавита х, у, z. Эта функция приобретет значение "и" или "л" только при подстановке в высказывательную функцию вместо предметных переменных их конкретных значений. Конкретные значения аргументов высказывательной функции называют предметными постоянными, которые обозначают строчными буквами латвийского ал​фавита а, в, с, ( .

 Высказывательную функцию иначе называют предикатом (лат. praedicatum - логическое сказуемое).

Например, 

а) если на множестве натуральных чисел задать высказывательные функции: 

Р1(x):= "x - простое число", 
P2(6, y):="y меньше 6",
 P3(6, y, z):="z есть частное от деления числа 6 на y", 

где z и y есть предметные переменные (целые числа), а 6 – предметная постоянная (целое число), то высказываниями будут 
P1(3) = и, 

P1(4) = л, 

P2(6,2) = и,  
P2(6,7) = л,  

P3(6,2,3) = и, 
P3(6,2,5) = л, 

б) если на множестве имен индивидов, университетов и специальностей задать высказывательные функции или предикаты 

P4(x):="х - студент",  

P5(x, КГТУ):="студент х университета КГТУ",

P6(x, y, прикладная информатика):= "студент x университета y, обучающийся по специальности "прикладная информатика””, 


где x и y есть предметные переменные, а КГТУ и “прикладная информатика” – предметные постоянные, то высказываниями будут 

P4(Петров) = и,  



P4(Сидоров) = л, 

P5(Петров, КГТУ) = и,

 
P5(Сидоров, КГТУ) = л,

P6(Петров, КГТУ, "прикладная информатика") = и, 

P6(Сидоров, КГТУ, "прикладная информатика") = л. 

При ограничении области определения предметных переменных вводят  операторы, которые называют кванторами. 

Суждение, в котором утверждается или отрицается наличие каких-либо признаков или отношений у части переменных области определения, называют частным суждением.  Как правило, эти суждения на естественном язы​ке отражают словами “один”, "несколько", "часть" и т.п. Для формализации таких суждений используют логическую операцию, ограничивающую область определения предиката. Этот оператор по​лучил название квантора существования, который обозна​чают так: “(x”. Предикат записывают после квантора существования  в круглых скобках (x(Рn(x)). На естественном языке эта запись означает: “существуют такие элементы х, что Рn(х) истинно". 

Если частные суждения распространяется на несколько предметных переменных, то перед предикатом записывают все предметные переменные, по которым есть частное суждение, т.е. (x, (y, (z,...(Pn(x, y, z, ...)).Например,
(x(P1(x)):= "cуществуют целые числа, которые являются простыми". Это условие выделяет на множестве целых чисел подмножество X = {2, 3, 5, 7, 11, ..}, 

для которого предикат P1(x) принимает значение “и”.

(y(P22(6,y)):="существуют числа y, которые меньше 6". Это условие выделяет на множестве целых чисел подмножество Y= {1, 2, 3, 4, 5}, для которого предикат P2(6,y) принимает значение “и”. 

(y(P33(6,2,z)):="существует число z, которое является частным от деления 6 на 2". Это условие выделяет на множестве целых чисел единственное число Z=3, для которого предикат P3(6,2,z) принимает значение “и”.

Если P7(x):="x имеет зачетную книжку", то


(x(P4(x)&(P7(x)):= "существуют студенты (x), которые не имеют зачетной книжки";

(x(y(P25(x,y)& (P7(x)):="существуют студенты (x) некоторых университетов (y), которые не имеют зачетной книжки".
Суждение, в котором утверждается или отрицается наличие каких-либо признаков или отношений для всех переменных области определения, называют общими суждениями. Как правило, эти сужде​ния в естественном языке отмечают словами "все",  "каждый", "любой" и т.п. Для формализации этих суждений используют логическую операцию над всей областью определения предиката. Оператор этой логической операции получил название квантора всеобщности, который обозначают так: (x. Предикат    записывают    после    квантора всеобщности в круглых скобках 

(x(Рn(x)) . На естественном языке эта формальная запись означает: “для всех х значение Рn(х) истинно“.

Если общее суждение распространяется на несколько предметных переменных, то перед предикатом записывают все предметные переменные, по которым есть общее суждение, т.е. 

(x, (y, (z,... (Pn(x, y, z, ...)).

Например, (x(P4(x)&P7(x)):= "все студенты (x) имеют зачетную книжку";
(x(P5(x, КГТУ)&P7(x)):="все студенты (x) университета КГТУ имеют зачетную книжку";
(x(y(P5(x,y)&P7(x)):="все студенты (x) всех университетов (y) имеют зачетную книжку";

(x(P36(x, КГТУ, "прикладная информатика")&P7(x)):= "все студенты (x) университета КГТУ, обучающиеся по специальности "прикладная информатика", имеют зачетную книжку";                           

(x(z(P36(x, КГТУ, z)&P7(x)):= "все студенты (x) университета КГТУ, обучающиеся на всех специальностях (z), имеют зачетную книжку";

(x(y(z(P36(x,y,z)&P7(x)):= "все  студенты (x) всех университетов (y), обучающиеся на всех специальностях (z), имеют зачетную книжку".

Существуют предикаты, для которых область определения по различным предметным переменным ограничивают различными кванторами.

Например,

(x(y(P22(x, y)):= "для всех целых чисел x существует  меньшее число y".

(x(y(z(P33(x, y, z)):="для всех целых чисел x и y существует число z, которое является частным от деления x на y".
Предметная переменная предиката, если по меньшей мере одно ее вхождение связано квантором, называют связанной переменной. Предметная переменная предиката, если по меньшей мере одно ее вхождение в формулу свободно от квантора, называют свободной переменной.

Например,
(y(P22(x,y)):="для всех целых чисел x существуют меньшие числа y". В этом примере x – свободная, а y –связанная переменные.

(x (z(P36(x,y,z)&(P7(x)):=
“есть студенты университета, которые не имеют зачетной книжки”. В этом примере x и z –связанные, а y –свободная переменные.

(x (y (Р21 (x; y) ( (z (Р2(z)) все пред​метные переменные связаны.

(z (Р1(z)((x(Р22(x; z))((Р22(z; y)((Р22(x; z)) предметные переменные x и z связанные, а y – свободная.
Cвободная переменнная есть переменная вне текущей процедуры, а связанная переменная есть локальная переменная для текущей процедуры. 

Если высказывательная функция содержит один аргумент, то задан одноместный предикат, если она содержит n  аргументов, то -  n-местный предикат. Одноместный предикат, как правило, описывает наличие какого-либо признака у предмета, а предмета, а n-местный предикат наличие отношений между n предметами. Следует еще раз обратить внимание, что когда все предметные переменные замещены предметными постоянными, тогда предикат превращается в высказывание.

Между элементами области определения может быть задана некоторая структура или установлены какие-то функциональные отношения. Тогда функциональный символ f(x1, x2,...xn) указывает на  задание этого отношения между предметными переменными и/или предметными постоянными области определения. Например, дату можно рассматривать как структуру, заданную на предметных переменных: число, месяц и год. В этом случае функциональным символом является “дата”,  а аргументами число, месяц и год, т.е. “дата (число, месяц, год)”. Для предметных постоянных эта структура формирует выражение (например, “дата (1 января 2001)”). Описание треугольника также можно рассматривать как структуру на предметных переменных, описывающих координаты вершин треугольника. Тогда функциональным символом является “треугольник”, а аргументами этой функции –вершина(координаты_x,y), вершина (координаты x,y), вершина(координаты_x,y), т. е. “треугольник(вершина (координаты_x, y), вершина (координаты_x, y), вершина (координаты x, y))”. 
Пример  3.1.1
1. Даны предикаты P(x,y)=’х-у=2’ Q(x,y)=’х и у одновременно четные’, определенные на множествах Мх={4, 5, 8}, Му={2, 3, 6, 11}. Составить таблицы значений для P, Q, P
[image: image42.wmf]Ú

Q, 
[image: image43.wmf]P

→Q, ⌐P, P| Q. Найти область истинности P ↓Q.
Решение:

Определим значение предикатов на множестве Мх xМу. Для этого построим таблицы значений: (при этом значения Мх зададим по вертикали, Му – по горизонтали). Затем для каждого из получившихся наборов (4;2), (4;3), (4;6), (4,11) и так далее определим значение предиката и проставим соответственно значения 1 (Истина), или 0 (Ложь). Например, Р(4;2)='4-2=2' – истинное высказывание. Р(4;3)='4-3=2' – ложное высказывание.
Аналогично для всех требуемых логических связок. 

	P
	2
	3
	6
	11

	4
	1
	0
	0
	0

	5
	0
	1
	0
	0

	8
	0
	0
	1
	0


	Q
	2
	3
	6
	11

	4
	1
	0
	1
	0

	5
	0
	0
	0
	0

	8
	1
	0
	1
	0


	P
[image: image44.wmf]Ú

Q
	2
	3
	6
	11

	4
	1
	0
	1
	0

	5
	0
	1
	0
	0

	8
	1
	0
	1
	0


	⌐P
	2
	3
	6
	11

	4
	0
	1
	1
	1

	5
	1
	0
	1
	1

	8
	1
	1
	0
	1
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→Q
	2
	3
	6
	11

	4
	1
	0
	1
	0

	5
	0
	1
	0
	0

	8
	1
	0
	1
	0


	P| Q
	2
	3
	6
	11

	4
	0
	1
	1
	1

	5
	1
	1
	1
	1

	8
	1
	1
	0
	1


Найдем область истинности для высказывания P↓Q. Для этого построим таблицу истинности выберем наборы, на которых штрих Шеффера принимает значение единица.
	P↓Q
	2
	3
	6
	11

	4
	0
	1
	0
	1

	5
	1
	0
	1
	1

	8
	0
	1
	0
	1


Ответ: Область истинности высказывания P↓Q: 
Х P↓Q={(4;3), (4;11), (5;2), (5;6), (5;11), (8;3), (8,11)}
§ 4 ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ КЛАССЫ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ.
1. Булева функция называется сохраняющей константу ноль ,  если  на  нулевом

  наборе  аргументов  она  принимает  значение   равное   нулю,   то   есть

  f(0,0,0,...,0) = 0;

       В  противном  случае  функция  относится  к  классу  не   cохраняющих

константу ноль.

      К функциям ,сохраняющим константу ноль относятся

              f(x1,x2)= x1
[image: image46.wmf]Ú

 x2, т.к. f(0,0)=0 
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0=0
              f(x1,x2)= x1 
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x2, т.к. f(0,0)=0
[image: image49.wmf]Ù

 0=0
      К функциям не cохраняющим константу ноль относятся

             f(x1,x2)=
[image: image50.wmf]2

1

x

x

Þ

,  т.к. f(0,0)= 0
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 0=1


f(x1,x2)=x1
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x2,  т.к. f(0,0)= 0
[image: image53.wmf]Û

 0=1
      2.Булева функция называется сохраняющей константу единица,  если  на

единичном  наборе аргументов она принимает значение равное единице, то  есть

f(1,1,1,...,1)= 1;

       В  противном  случае  функция  относится  к  классу  функций, не   cохраняющих константу единица.

      К функциям ,сохраняющим константу единица относятся

                           f(x1,x2)= x1
[image: image54.wmf]Ú

  x2

                           f(x1,x2)= x1 
[image: image55.wmf]Ù

 x2

      К функциям не cохраняющим константу единица относятся

              f(x)=0 и  f(x1,x2)=x1
[image: image56.wmf]Å

x2

      3. Булева функция называется линейной если она  представима  полиномом Жегалкина первой степени.

      В булевой алгебре доказывается  теорема  о  возможности  представления

любой булевой функции от n переменных  с  помощью  полинома  Жегалкина  n-ой степени.

В общем случае полином имеет вид :

  fn (x) = K0 (K1x1 (...(Kn xn  (....(Kn+1x1x2 (Kn+2x1x3 (...(Kn+lxn-1xn (...

            ...           ...(Kn+mx1x2...xn

K0 ,K1  ,Kn+m  -являются  коэффициентами  и  представляют  собой  логические константы нуля или единицы.

      В алгебре Жегалкина одноименной  полином  можно  считать  канонической нормальной формой для булевой алгебры.

       Полином  Жегалкина  является  линейным  (1-ой   степени)   если   все

Слагаемые не содержат произведения переменных.
Полином Жегалкина позволяет перевести логические связки на язык привычных операций: сложения и умножения. При этом используются основные формулы:
х+х=0
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Пример 4.3.1 Построить многочлен Жегалкина для функции 
[image: image60.wmf]y
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Решение:

Преобразуем данную функцию так, чтобы все операции выражались только через конъюнкцию и отрицание:
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=[заменим отрицание выражением Жегалкина]=
[image: image63.wmf])
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=[раскроем скобки, используя привычные математические операции]
=ху+х+у+1+1= ху+х+у

Очевидно, полученное выражение и является многочленом Жегалкина для данной функции. 

Данная функции не является линейной (т.к. содержит произведение переменных - ху)

      4.Булева функция называется монотонной если  при  возрастании  наборов аргументов она принимает неубывающие значения.

      A=(a1,a2,...,an)>B=(b1,b2,...,bn)

                       f(A)≥f(B)

      Между наборами аргументов А и В имеет место  отношение  возрастания  в том и только том случае, если имеет место отношение не  убывания  для  всех компонент этого набора:

                ___

    ai≥bi (i=1, n )

и по крайней мере для одной компоненты имеет место отношение возрастания (упорядочения).

      Примеры  наборов, для  которых  имеет  место  отношение  упорядочения (возрастания):

(1011)>(0011)

                        (1011)>(0001)

                        (0001)>(0000)

Пример несопоставимых наборов  (1011) и (0111)

      В отношении функции от 2-х переменных несопоставимыми являются  наборы

(01) и (10)

Пример немонотонных функций: y=
[image: image66.wmf]x


                                                       y= x1→x2

5. Класс самодвойственных функций.

Функция fn(x) называется двойственной  к  функции gn(x) если  для

любых наборов аргументов выполняется равенство:

[image: image67.wmf]=

)

,...

,

(

2

1

n

x

x

x

fn
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Для более простого способа нахождения двойственной функции, принято использовать принцип двойственности:
Пусть дана функция gn(x), содержащая в своей записи исключительно знаки конъюнкцию, дизъюнкцию, отрицание, тогда двойственная к ней функция fn(x) получается, если конъюнкцию заменить на дизъюнкцию, дизъюнкцию на конъюнкцию, отрицания оставить неизменными.
При этом, если после упрощения fn(x) =gn(x), то функция gn(x) называется самодвойственной.

Например, gn(x)=х˅
[image: image69.wmf]y

, тогда двойственная к ней fn(x)=х˄
[image: image70.wmf]y

.
Очевидно, что fn(x) ≠gn(x), то есть gn(x) не является самодвойственной.
Для проверки функций на принадлежность к классам Поста, строится таблица.      
Принадлежность  некоторых базовых  булевых  функций  и  логических  констант  к

замечательным классам представлена таблицей.

К0 + сохраняет константу ноль ,- не сохраняет константу ноль

К1 + сохраняет константу единица ,- не сохраняет константу

Кл + линейная ,- нелинейная

Км + монотонная , - не монотонная

Кс + самодвойственная ,- не самодвойственная

|Функция   |К0 |К1 |Кл |Км |Кс |

|0         | + | - | + | + | - |

|1         | - | + | + | + | - |

|х1vх2     | + | + |   | + | - |

Пример 4.1: Построить многочлен Жегалкина для функции f=x|y
[image: image71.wmf]z
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Решение:

1. Упростим данную функцию с использованием основных формул равносильности, оставив знаки отрицание, конъюнкция, дизъюнкция:

f=x|y
[image: image72.wmf]z
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(х|
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([применим основные формулы Жегалкина, заменим внутреннее отрицание по закону: 
[image: image75.wmf]z
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 - многочлен Жегалкина.

Т.к. многочлен Жегалкина содержит произведение переменных, то функция не является линейной.

Пример 4.2: Проверить, является ли функция монотонной:

F=x|y
[image: image83.wmf]z
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Построим таблицу истинности
 для данной функции построим таблицу истинности, будем следить за тем, чтобы наборы значений переменных обязательно находились в отношении упорядочения. Используем правила приоритета операций:
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Очевидно, что для всех наборов значений переменных, находящихся в отношении упорядочения, функция не является монотонно неубывающей.

Вывод: функция не является монотонной.
Варианты контрольных работ:

Рекомендации по выбору варианта контрольной работы:

1. Вам необходимо знать свой порядковый номер в списке Вашей группы.

2. По "порядковому номеру" находят нужный столбец во второй или третей строке нижеприведенной таблицы;

3. по первой строке "варианты к/р" определяется нужный Вам вариант

	Вариант

К/р
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 
	6 
	7 
	8 
	9 
	10 
	11 
	12 

	Номер по списку
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 
	6 
	7 
	8 
	9 
	10 
	11 
	12 

	Номер по списку
	13 
	14 
	15 
	16 
	17 
	18 
	19 
	20 
	21 
	22 
	23 
	24 

	Номер по списку
	25 
	26 
	27 
	28 
	29 
	30 
	31 
	32 
	33 
	34 
	35 
	36 


Контрольные работы
по Математической логике и теории алгоритмов

Вариант № 1

1. Построить многочлен Жегалкина для булевой функции F=x|y|z
2. Проверить является ли монотонной функция   
[image: image87.wmf]x
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3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного.

(A((B(C)); (( D(A);B (( (D(C)

4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Если Иванов или Петров пользовались на контрольной работе шпаргалкой, то Сидоров не пользовался. Если Петров не пользовался шпаргалкой, то пользовались Сидоров и Захаров. Сидоров пользовался шпаргалкой. Следовательно, Сидоров и Захаров пользовались на контрольной работе шпаргалкой.

5. Даны предикаты Р(х,у)= «х не меньше у», Q(x,y)= «х+у=8» с областями определения Мх={3, 4, 6, 7}, Му={3, 4, 8} . Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image88.wmf]Ù

Q, P→Q, ⌐Q, P↔Q, P↓Q. 


Вариант № 2

1. Проверить, является ли функция линейной 
F=
[image: image89.wmf]y
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2. Проверить, является ли функция самодвойственной  x(ab
[image: image90.wmf])
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3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного.

(A((B(C));(A(B);A (( C
4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Наша футбольная команда либо выигрывает матч, либо проигрывает, либо сводит его к ничьей. Если матч выигран или проигран, то он не перенесён. Команда матч не выиграла и не свела его к ничьей. Следовательно, матч не перенесён и проигран

5. Даны предикаты Р(х,у)= «х не равно у», Q(x,y)= «х и у одновременно нечетные» с областями определения Мх={5, 6, 7}, Му={3, 5, 6, 8}. Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image91.wmf]Ú

Q, 
[image: image92.wmf]P

→Q, ⌐P, P| Q. Найти область истинности P 
[image: image93.wmf]Ù

Q.

Вариант № 3
1. Построить многочлен Жегалкина для булевой функции  F=x↓y↓z

2. Проверить является ли монотонной функция (x↓
[image: image94.wmf]y
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3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного
(A((B(C)); (A(B) (( (A(C)

4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Если на улице светло и солнечно, то можно надеяться на то, что тумана не будет. Если выпадают осадки, то на улице прохладно. Однозначно, на улице светло и солнечно либо идет выпадение осадков. Следовательно, на улице либо не будет тумана, либо прохладно.

5. Даны предикаты Р(х,у)= «х не больше у», Q(x,y)= «х-у=2» с областями определения Мх={1, 4, 8, 9}, Му={3, 6, 7} . Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image95.wmf]Ù

Q, P→Q, ⌐Q, P↔Q, P↓Q. 


Вариант № 4

6.  Проверить, является ли функция линейной  F=xy↓x

7.  Проверить, является ли функция самодвойственной

z((xy
[image: image96.wmf]Þ

x)
[image: image97.wmf]Ú

(xyz
[image: image98.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image99.wmf]z
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8. Доказать правильность вывода, используя метод от противного

(A((B(C)) (( (B((A(C))

9. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Наша футбольная команда либо выигрывает матч, либо проигрывает, либо сводит его к ничьей. Если матч выигран или проигран, то он не перенесён. Команда матч не проиграла и не свела его к ничьей. Следовательно, матч не перенесён и выигран.
10. Даны предикаты Р(х,у)= «х  равно у», Q(x,y)= «х и у одновременно простые числа» с областями определения Мх={4, 5, 7}, Му={3, 5, 6, 11}. Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image101.wmf]Ú

Q, 
[image: image102.wmf]P

→Q, ⌐P, P| Q. Найти область истинности P 
[image: image103.wmf]Ù

Q.

Вариант № 5

1. Построить многочлен Жегалкина для булевой функции F=x|
[image: image104.wmf]y
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2. Проверить является ли монотонной функция  (
[image: image106.wmf]x
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3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного.

(A(B); (B(C); (C(D) (( (A(D)

4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Наша футбольная команда либо выигрывает матч, либо проигрывает, либо сводит его к ничьей. Если матч выигран или проигран, то он не перенесён. Команда матч не выиграла и не свела его к ничьей. Следовательно, матч не перенесён и проигран. 

5. Даны предикаты Р(х,у)= «х является корнем из  у», Q(x,y)= «х·у=6» с областями определения Мх={1, 2, 3}, Му={3, 4, 9, 6} . Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image107.wmf]Ù

Q, P→Q, ⌐Q, P↔Q, P↓Q. 


Вариант № 6
1. Проверить, является ли функция линейной F=
[image: image108.wmf]y
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2. Проверить, является ли функция самодвойственной

xy(xyz
[image: image109.wmf]Ú
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 EMBED Equation.3  [image: image113.wmf]x
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 EMBED Equation.3  [image: image115.wmf]y


3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного

(A(B) (( (A(C)((B(C)

4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Если на улице светло и солнечно, то можно надеяться на то, что тумана не будет. Если выпадают осадки, то на улице прохладно. Однозначно, на улице светло и солнечно либо идет выпадение осадков. Следовательно, на улице либо не будет тумана, либо прохладно.

5. Даны предикаты Р(х,у)= «х равно у», Q(x,y)= «х и у одновременно нечетные» с областями определения Мх={5, 6, 7}, Му={3, 5, 6, 8}. Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image116.wmf]Ú

Q, 
[image: image117.wmf]P

→Q, ⌐P, P| Q. Найти область истинности P 
[image: image118.wmf]Ù

Q.
Вариант № 7
1. Построить многочлен Жегалкина для булевой функции F=x|y|z
2. Проверить является ли монотонной функция   
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3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного.

(A((B(C)); (( D(A);B (( (D(C)

4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Если Иванов или Петров пользовались на контрольной работе шпаргалкой, то Сидоров не пользовался. Если Петров не пользовался шпаргалкой, то пользовались Сидоров и Захаров. Сидоров пользовался шпаргалкой. Следовательно, Сидоров и Захаров пользовались на контрольной работе шпаргалкой.

5. Даны предикаты Р(х,у)= «х не меньше у», Q(x,y)= «х+у=8» с областями определения Мх={3, 4, 6, 7}, Му={3, 4, 8} . Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image120.wmf]Ù

Q, P→Q, ⌐Q, P↔Q, P↓Q. 


Вариант № 8
1. Проверить, является ли функция линейной 
F=
[image: image121.wmf]y
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2. Проверить, является ли функция самодвойственной  x(ab
[image: image122.wmf])
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3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного.

(A((B(C));(A(B);A (( C
4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Наша футбольная команда либо выигрывает матч, либо проигрывает, либо сводит его к ничьей. Если матч выигран или проигран, то он не перенесён. Команда матч не выиграла и не свела его к ничьей. Следовательно, матч не перенесён и проигран

5. Даны предикаты Р(х,у)= «х не равно у», Q(x,y)= «х и у одновременно нечетные» с областями определения Мх={5, 6, 7}, Му={3, 5, 6, 8}. Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image123.wmf]Ú

Q, 
[image: image124.wmf]P

→Q, ⌐P, P| Q. Найти область истинности P 
[image: image125.wmf]Ù

Q.

Вариант № 9
1. Построить многочлен Жегалкина для булевой функции  F=x↓y↓z

2. Проверить является ли монотонной функция (x↓
[image: image126.wmf]y

y

Ù
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3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного

(A((B(C)); (A(B) (( (A(C)

4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Если на улице светло и солнечно, то можно надеяться на то, что тумана не будет. Если выпадают осадки, то на улице прохладно. Однозначно, на улице светло и солнечно либо идет выпадение осадков. Следовательно, на улице либо не будет тумана, либо прохладно.
5. Даны предикаты Р(х,у)= «х не больше у», Q(x,y)= «х-у=2» с областями определения Мх={1, 4, 8, 9}, Му={3, 6, 7} . Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image127.wmf]Ù

Q, P→Q, ⌐Q, P↔Q, P↓Q. 


Вариант № 10
1. Проверить, является ли функция линейной  F=xy↓x

2.  Проверить, является ли функция самодвойственной

z((xy
[image: image128.wmf]Þ

x)
[image: image129.wmf]Ú

(xyz
[image: image130.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image131.wmf]z
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3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного

(A((B(C)) (( (B((A(C))

4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Наша футбольная команда либо выигрывает матч, либо проигрывает, либо сводит его к ничьей. Если матч выигран или проигран, то он не перенесён. Команда матч не проиграла и не свела его к ничьей. Следовательно, матч не перенесён и выигран.
5. Даны предикаты Р(х,у)= «х  равно у», Q(x,y)= «х и у одновременно простые числа» с областями определения Мх={4, 5, 7}, Му={3, 5, 6, 11}. Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image133.wmf]Ú

Q, 
[image: image134.wmf]P

→Q, ⌐P, P| Q. Найти область истинности P 
[image: image135.wmf]Ù

Q.

Вариант № 11
1. Построить многочлен Жегалкина для булевой функции F=x|
[image: image136.wmf]y

↓
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2. Проверить является ли монотонной функция  (
[image: image138.wmf]x
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3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного.

(A(B); (B(C); (C(D) (( (A(D)

4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Наша футбольная команда либо выигрывает матч, либо проигрывает, либо сводит его к ничьей. Если матч выигран или проигран, то он не перенесён. Команда матч не выиграла и не свела его к ничьей. Следовательно, матч не перенесён и проигран.

5. Даны предикаты Р(х,у)= «х является корнем из  у», Q(x,y)= «х·у=6» с областями определения Мх={1, 2, 3}, Му={3, 4, 9, 6} . Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image139.wmf]Ù

Q, P→Q, ⌐Q, P↔Q, P↓Q. 


Вариант № 12
1. Проверить, является ли функция линейной F=
[image: image140.wmf]y
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2. Проверить, является ли функция самодвойственной

xy(xyz
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3. Доказать правильность вывода, используя метод от противного

(A(B) (( (A(C)((B(C)

4. Формализовать высказывание, проверить на выполнимость методом резолюций.

Если на улице светло и солнечно, то можно надеяться на то, что тумана не будет. Если выпадают осадки, то на улице прохладно. Однозначно, на улице светло и солнечно либо идет выпадение осадков. Следовательно, на улице либо не будет тумана, либо прохладно.

5. Даны предикаты Р(х,у)= «х равно у», Q(x,y)= «х и у одновременно нечетные» с областями определения Мх={5, 6, 7}, Му={3, 5, 6, 8}. Составить таблицы значений для P, Q, P 
[image: image148.wmf]Ú

Q, 
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→Q, ⌐P, P| Q. Найти область истинности P 
[image: image150.wmf]Ù

Q.
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